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Аннотация: В статье излагается метод построения обобщённых жордановых

сеток и наборов линейных оператор-функций, зависящих от двух малых пара-

метров. Показывается, что когда оператор-функция зависит от одного малого

параметра, предлагаемое определение жордановой сетки совпадает с определе-

нием обобщённой жордановой цепочки. Вводится понятие полного жорданова

набора и исследуются его свойства.
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Основные подходы по использованию обобщённых жордановых цепочек и наборов фред-
гольмовых операторов в задачах теории ветвления представлены в работе В.А. Треноги-
на [1]. В частности, в этой работе методами А.М. Ляпунова и Э. Шмидта с использованием
обобщённых жордановых наборов решена задача о возмущении линейного уравнения ма-
лым линейным слагаемым.

В работах [2]- [4] рассмотрены различные вопросы по обобщённых жордановым наборам
аналитических операторов-функций, зависящих от одного малого параметра.

Для аналитической оператор-функции, зависящей от многих малых параметров, обоб-
щённые жордановы цепочки были введены в работах [5], [6]. Введённые в этих работах
жордановы цепочки были применены для решения задачи о точках бифуркации в случае
нескольких параметров [7].

В работе [8] исследована задача о ветвлениях собственных значений в многопарамет-
рической спектральной задаче.

В настоящей работе предлагается метод построения обобщённых жордановых сеток и
наборов для линейных оператор-функций, линейно зависящих от двух малых параметров.

Пусть E1 и E2 – банаховы пространства. Рассмотрим оператор-функцию

B − ε1A1 − ε2A2, (1)

где B, A1 и A2 – плотно заданные замкнутые линейные фредгольмовы операторы, действу-
ющие из E1 в E2, ε1, ε2 – малые вещественные параметры.

Согласно работе [1] обозначим N (B)=span{ϕk}
n
k=1 – подпространство нулей оператора

B, E∗

1 и E∗

2 – пространства, сопряжённые к E1 и E2, соответственно, N ∗(B)=span{ψk}
n
k=1

– подпространство дефектных функционалов оператора B, N ∗(B) ⊆ E∗

2 .
Рассмотрим на плоскости множество точек с целочисленными неотрицательными ко-

ординатами (i, j). Зафиксируем целые числа pk, qk ≥ 1 (k = 1, n) и построим путь из
точки с координатами (0, qk − 1) до точки с координатами (pk − 1, 0), двигаясь по на-
правлениям, определяемыми векторами e1 = colon(1, 0) или e2 = colon(0,−1). Обозна-
чим G(pk, qk) = {(i∗1, j

∗

1 ), ..., (i
∗

pk+qk−1, j
∗

pk+qk−1)} – множество точек построенного пути, Jk –
множество точек плоскости, ограниченное координатными осями и множеством G(pk, qk)
включительно, J+

k – множество точек, образованное точками с координатами (i∗σ + 1, j∗µ),
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(iσ, j
∗

µ + 1), σ, µ = 1, pk + qk − 1 и не принадлежащими множеству G(pk, qk). Обозначим
A = {A1, A2}.

Определение 1. Будем говорить, что элемент ϕk ∈ N (B), k = 1, ..., n, образует
A-жорданову сетку с длинами сторон pk и qk и границей G(pk, qk) (или жорданову сетку

оператор-функции B− ε1A1− ε2A2), если существуют элементы ϕ
(i, j)
k , удовлетворяющие

уравнениям

Bϕ
(i,0)
k = A1ϕ

(i−1, 0)
k , Bϕ

(0, j)
k = A2ϕ

(0, j−1)
k , i = 1, pk − 1, j = 1, qk − 1,

Bϕ
(i, j)
k = A1ϕ

(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , (i, j) ∈ Jk, i ≥ 1, j ≥ 1,

(2)

где ϕ
(0, 0)
k = ϕk, причём не все числа в каждом множестве

(A1ϕ
(pk−1, 0)
k , ψs), s = 1, n,

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψs), s = 1, n,

(A2ϕ
(0, qk−1)
k , ψs), s = 1, n,

(3)

при фиксированных k и (i, j) ∈ J+
k равны нулю.

Элемент ϕ
(i, j)
k , (i, j) ∈ Jk назовём A-присоединённым к ϕk элементом (i+j)-го порядка.

Совокупность нулей ϕk оператора B и всевозможных A-присоединённых к ним элементов
назовём A-жордановым набором.

Замечание 1. Из существования решений уравнений (2) следует справедливость равенств

(A1ϕ
(i−1, 0)
k , ψs) = 0, i = 1, pk − 1,

(A2ϕ
(0, j−1)
k , ψs) = 0, j = 1, qk − 1,

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψs) = 0, (i, j) ∈ Jk, i ≥ 1, j ≥ 1,

(4)

при всех k, s = 1, n.

Замечание 2. Если для оператор-функции в формуле (1) положить ε2 равным нулю, в ка-
честве A2 взять нулевой оператор, а вместо множества точек плоскости – множество
точек прямой, то определение жордановой сетки совпадёт с определением обобщённой
жордановой цепочки в смысле работы [1].

Определение 2. A-жорданов набор назовём полным, если

det
[

(A1ϕ
(pk−1, 0)
k , ψs)

]

6= 0,

det
[

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψs)

]

6= 0, (i, j) ∈ J+
k ,

det
[

(A2ϕ
(0, qk−1)
k , ψs)

]

6= 0.

(5)

Лемма 1. Если A-жорданов набор является полным, то его можно выбрать таким об-
разом, чтобы выполнялись следующие равенства

(A1ϕ
(pk−1, 0)
k , ψs) = δks, (6)

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψs) = δks, (i, j) ∈ J+

k , (7)

(A2ϕ
(0, qk−1)
k , ψs) = δks, (8)

при всех k, s = 1, n.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для равенств (6) и (8) доказательство совпадает с рассуж-
дениями из работы [1]. Докажем справедливость равенств (7).

Зафиксируем (i, j) ∈ J+
k и представим функционалы ψ1, ψ2, ..., ψn в виде линейных

комбинаций

ψ1 = d11χ1 + d12χ2 + ...+ d1nχn,

ψ2 = d21χ1 + d22χ2 + ...+ d2nχn,

...

ψn = dn1χ1 + dn2χ2 + ...+ dnnχn,

(9)

где
dsk = (A1ϕ

(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψs), k, s = 1, n. (10)

Умножая каждое из равенств (9) на выражения

A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , k = 1, n,

получим

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψ1) =

n
∑

s=1
d1s(A1ϕ

(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , χs),

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψ2) =

n
∑

s=1
d2s(A1ϕ

(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , χs),

...

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , ψn) =

n
∑

s=1
dns(A1ϕ

(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , χs),

(11)

k = 1, n.
Обозначая

hsk = (A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , χs), k, s = 1, n, (12)

запишем систему (11) в виде

d1k =
n
∑

s=1
d1shsk,

d2k =
n
∑

s=1
d2shsk,

...

dnk =
n
∑

s=1
dnshsk,

k = 1, n, или в матричной форме.
D = DH, (13)

где D = [dks], H = [hks] – (n× n)-матрицы.
С учётом (10), из определения 2 и формул (5) следует, что для матрицы D существует

обратная D−1. Тогда из равенства (13) следует, что

H = I,

где I – единичная матрица размерности n.
Учитывая определения элементов матрицы H согласно формуле (12), получим

(A1ϕ
(i−1, j)
k +A2ϕ

(i, j−1)
k , χs) = δks, k, s = 1, n. (14)
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Для завершения доказательства в равенствах (14) достаточно переобозначить элементы
χs на ψs, s = 1, n.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Пусть B∗ – оператор, сопряжённый к оператору B. Тогда согласно [1] оператор B∗

является фредгольмовым оператором и N ∗(B) = N (B∗). Обозначим A∗ = {A∗

1, A
∗

2}.

Определение 3. Будем говорить, что элемент ψs ∈ N (B∗), s = 1, ..., n, образует
A∗-жорданову сетку с длинами сторон ps и qs и границей G(ps, qs) (или жорданову сетку

оператор-функции B∗−ε1A
∗

1−ε2A
∗

2), если существуют элементы ψ
(l, m)
s , удовлетворяющие

уравнениям

B∗ψ
(l,0)
s = A∗

1ϕ
(l−1, 0)
s , B∗ψ

(0, m)
s = A∗

2ψ
(0, m−1)
s , l = 1, ps − 1, m = 1, qs − 1,

B∗ψ
(l, m)
s = A∗

1ψ
(l−1, m)
s +A∗

2ψ
(l, m−1)
s , (l,m) ∈ Js, l ≥ 1, m ≥ 1,

(15)

где ψ
(0, 0)
s = ψs, причём не все числа в каждом множестве

(ϕk, A
∗

1ψ
(ps−1, 0)
s ), k = 1, n,

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, m)
s +A∗

2ψ
(l, m−1)
s ), k = 1, n,

(ϕk, A
∗

2ψ
(0, qs−1)
s ), k = 1, n,

(16)

при фиксированных s и (l,m) ∈ J+
s равны нулю.

Элемент ψ
(l, m)
s , (l,m) ∈ Js назовём A∗-присоединённым к ψs элементом (l + m)-го

порядка. Совокупность нулей ψs оператора B∗ и всевозможных A∗-присоединённых к ним
элементов назовём A∗-жордановым набором.

Замечание 3. Из существования решений уравнений (15) следует справедливость ра-
венств

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, 0)
s ) = 0, l = 1, ps − 1,

(ϕk, A
∗

2ψ
(0, m−1)
s ) = 0, m = 1, qs − 1,

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, m)
s +A∗

2ψ
(l, m−1)
s ) = 0, (l,m) ∈ Js, l ≥ 1, m ≥ 1.

(17)

при всех k, s = 1, n.

Определение 4. A∗-жорданов набор назовём полным, если

det
[

(ϕk, A
∗

1ψ
(ps−1, 0)
s )

]

6= 0,

det
[

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, m)
s +A∗

2ψ
(l, m−1)
s )

]

6= 0, (l,m) ∈ J+
s ,

det
[

(ϕk, A
∗

2ψ
(0, qs−1)
s )

]

6= 0.

(18)

Лемма 2. Если A∗-жорданов набор является полным, то его можно выбрать таким
образом, чтобы выполнялись следующие равенства

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, 0)
s ) = δks, (19)

(ϕk, A
∗

1ψ
(l−1, m)
s +A∗

2ψ
(l, m−1)
s ) = δks, (l,m) ∈ J+

s , (20)

(ϕk, A
∗

2ψ
(0, m−1)
s ) = δks, (21)

при всех k, s = 1, n.
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Замечание 4. Изложенный подход построения обобщённых жордановых сеток и наборов
для оператор-функций, зависящих от двух малых параметров, позволяет получить реше-
ние линейных уравнений с двумя малыми параметрами в виде разложения по элементам
предлагаемого обобщённого жорданова набора.

Замечание 5. Предлагаемый метод построения обобщённых жордановых наборов в случае
двух малых параметров естественным образом переносится на случай многих парамет-
ров.
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On some generalizations of Jordan sets of linear

operator-functions depending on two small parameters
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Abstract: The article describes the method of construction of generalized Jordan

grids and sets of linear operator-functions depending on two small parameters. It is

shown that when the operator-function depends on one small parameter, the proposed

definition of a Jordan grid coincides with the definition of a generalized Jordan chain.

The notion of a complete Jordan set is introduced and its properties are investigated.

Keywords: linear operator-function, Jordan grid, completeness of the Jordan set.
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