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Аннотация: В случае динамической неустойчивости механической системы, пред-
ставляющей собой полый упругий стержень с протекающей внутри него жид-
костью или газом (трубопровод), рассмотрена задача управления. Установлена
управляемость системы по линейному приближению и построены управления,
обеспечивающие гашение колебаний трубопровода. Приведены результаты чис-
ленного моделирования поведения механической системы при заданных парамет-
рах под действием построенных управлений.
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1. Введение

Составной частью многих конструкций, приборов, аппаратов, установок и т.д. являют-
ся трубопроводы, по которым протекает поток жидкости или газа. Поток, воздействуя на
трубопровод, может возбуждать его колебания. Амплитуда, скорость или частота его ко-
лебаний могут увеличиваться с течением времени до значений, нарушающих надежность
эксплуатации конструкций, вплоть до разрушения конструкций или их элементов. Таким
образом, при эксплуатации механических систем с трубопроводами необходимо контроли-
ровать их динамику. С одной стороны, при проектировании таких конструкций можно зара-
нее рассмотреть задачу определения параметров механической системы, обеспечивающих
динамическую устойчивость и нормальную работу конструкций, не приводящих к их разру-
шению или возникновению аварийной ситуации. Множество работ посвящено исследованию
подобных задач динамической устойчивости трубопровода [1-16]. С другой стороны, можно
рассмотреть задачу управления параметрами трубопровода [17], чему и посвящена дан-
ная статья. Управление параметрами предполагает активное воздействие на трубопровод
с целью погашения возникающих в нем колебаний. В случае, когда система под действи-
ем внешних возмущений вышла из области устойчивости, такое управление может вернуть
трубопровод в область динамической устойчивости и восстановить рабочее состояние меха-
нической системы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим механическую систему, состоящую из упругого полого стержня длиной l
и протекающей внутри него жидкости. На плоскости xOy недеформированному стержню
соответствует на оси Ox отрезок [ 0, l ]. Скорость жидкости равна U и имеет направление,
совпадающее с направлением оси Ox. Для описания динамики трубопровода используем

\ast Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ № 15-01-08599, № 15-41-02455р поволжье а.
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уравнение [17]
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где коэффициенты m0, m\ast , J вычисляются по формулам:
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Штрих и точка сверху обозначают частные производные по координате x и времени t
соответственно. В уравнении (1) w (x, t)– деформация (прогиб) в сечении x в момент вре-
мени t; E – модуль упругости; U , m\ast , \rho \ast – скорость, масса жидкости (газа) на единицу
длины и плотность жидкости (газа); l – длина трубы между опорами; R\ast , R0 – внешний
и внутренний радиусы трубопровода; m0, \rho 0 – масса металла на единицу длины трубы и
плотность металла; N – сжимающая (N > 0) или растягивающая (N < 0) сила; \alpha – коэффи-
циент внутреннего демпфирования; коэффициент \beta учитывает инерцию вращения сечений;
функция f (x, t, w, \.w) определяет внешнее управляющее воздействие на трубопровод.

Зададим внешнее управляющее воздействие, как функцию вида

f (x, t, w, \.w) = u1(t) + u2(t) cos
\pi x

l
, (2)

где u1(t), u2(t) – некоторые непрерывные функции (управления).
Рассмотрим задачу построения управлений, обеспечивающих гашение возникающих ко-

лебаний трубопровода в случае, когда значениям исходных параметров системы соответ-
ствует состояние динамической неустойчивости.

Задача. Найти для случая динамической неустойчивости системы (1) непрерывные
(далее допустимые) управления u1(t), u2(t), t \in [t0, t1], такие, что соответствующее им дви-
жение системы под действием управляющего воздействия (2) удовлетворяет условиям

w(x, t0) = w0(x), \.w(x, t0) = w1(x),

w(x, t1) = 0, \.w(x, t1) = 0.
(3)

3. Исследование управляемости

Для построения решений уравнения (1) методом Галеркина будем задавать функцию
w (x, t) в виде

wM (x, t) =

M\sum 
k=1

vk (t) gk (x) ,

где \{ gk (x)\} \infty 1 – полная на [ 0, l ] система базисных функций, соответствующих случаю шар-
нирного закрепления концов трубопровода

w(0, t) = w(l, t) = w\prime \prime (0, t) = w\prime \prime (l, t) = 0.

Как показано в работах [6], [9], при исследовании динамической устойчивости трубопрово-
да, результаты применения метода Галеркина для случая двух (M = 2) и большего числа
приближений (M = 20) отличаются несущественно. Выберем gk (x) = sin k\pi x

l и ограничимся
случаем M = 2, тогда функция w (x, t) примет вид

w (x, t) = v1 (t) sin
\Bigl( \pi x

l

\Bigr) 
+ v2 (t) sin

\biggl( 
2\pi x

l

\biggr) 
. (4)
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В результате применения процедуры метода Галеркина получаем систему из двух обыкно-
венных дифференциальных уравнений для функций v1 (t) и v2 (t)
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(5)

Для упрощения записи системы (5) введены следующие обозначения
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2l
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.

Тогда поставленную задачу можно переформулировать для системы (5) следующим
образом.

Задача. Найти непрерывные (далее допустимые) управления u1(t), u2(t), t \in [t0, t1],
такие, что соответствующее им движение системы (5) удовлетворяет условиям

v1(t0) = v
(0)
1 , v2(t0) = v

(0)
2 , \.v1(t0) = v

(1)
1 , \.v2(t0) = v

(1)
2 ,

v1(t1) = 0, v2(t1) = 0, \.v1(t1) = 0, \.v2(t1) = 0.
(6)

Как следует из условий (3) и равенства (4), значения постоянных v
(0)
1 , v(0)2 , v(1)1 , v(1)2

определяются из уравнений

v
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Для изучения управляемости системы (5) воспользуемся достаточным условием управ-
ляемости динамической системы по линейному приближению [18], [20]. Для применения
условия управляемости необходимо привести систему уравнений (5) к нормальному виду.
Введем новые переменные

y1 = v1(t), y2 = v2(t), y3 = \.v1(t), y4 = \.v2(t),

и перепишем систему (5) в виде
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Обозначим через
\.\bfy = A\bfy +B\bfu (8)

систему линейного приближения для (7), записанную в положении равновесия \bfy = \bfzero , \bfu = \bfzero ,
где \bfy = (y1, y2, y3, y4)

T , \bfu = (u1, u2)
T . Здесь

A =

\left(          

0 0 1 0

0 0 0 1

 - P
Q 0  - \pi 4\alpha 

2Ql3
8m\ast U
3Q

0 ( - 4)(2Pl3+3\pi 4D)
l2(2Ql+3\pi 2\beta )

( - 16)m\ast Ul
3(2Ql+3\pi 2\beta )

( - 16)\pi 4\alpha 
l2(2Ql+3\pi 2\beta )

\right)          
, B =

\left(          

0 0

0 0

 - 2l
\pi Q 0

0  - 8l2

3\pi (2Ql+3\pi 2\beta )

\right)          
.

Так как при l \not = 0

det\{ B,AB\} =
1024l8

9\pi 4 (\pi 2\beta +ml2 +m0l2)
2 (4\pi 2\beta +ml2 +m0l2)

2 \not = 0,

то rank\{ B,AB\} = 4 при l \not = 0 и линейная система (8) управляема, а система (7) управляема
в окрестности положения равновесия \bfy = \bfzero [18].

4. Построение управлений

Решение двухточечной задачи (6) с точностью \varepsilon = 0.0001 будем искать по формуле [19]

\bfu (k)(t) = \Omega (t)\bfp (k), (9)

\Omega (t) = \omega T (t1, t)M
 - 1, \omega (t, \xi ) = X(t, \xi )B, M =

t1\int 
t0

\omega (t1, \xi ) \omega 
T (t1, \xi ) d\xi ,

\bfp (0) = \bfy (1)  - X(t1, t0)\bfy 
(0), \bfp (k) = \bfp (0) +

k - 1\sum 
i=0

\Bigl( 
\bfy (1)  - \bfy n

i (t1)
\Bigr) 
, k = 1, 2, . . . ,

\bfy n
i (t1) — точка, в которую попадает нелинейная система (7) под действием допустимого

управления \bfu (i)(t) в момент времени t1; X(t, \xi ) — фундаментальная матрица однородной
системы уравнений \.\bfy = A\bfy , соответствующей системе линейного приближения (8).

Выберем следующие значения параметров механической системы (1): E = 210 \cdot 109 —
модуль упругости стали; \rho \ast = 1000 — плотность воды; \rho 0 = 7000 — плотность стали; l = 12;
U = 53; N = 1500; R\ast = 0.05; R0 = 0.046; \alpha = 0.2; \beta = 0.5. Тогда одно из собственных
значений матрицы A системы линейного приближения (8) имеет положительную действи-
тельную часть:

\lambda 1 = 0.747948346, \lambda 2 =  - 0.747948346, \lambda 3,4 =  - 0.000496339\pm 34.4395 i,

следовательно нелинейная система (7) неустойчива по Ляпунову.
Пусть теперь под воздействием внешних возмущений возникли колебания трубопрово-

да, описываемые равенствами:

w(x, t0) =
1

2
sin

\Bigl( \pi x
l

\Bigr) 
+

1

3
sin

\biggl( 
2\pi x

l

\biggr) 
, x \in [ 0, l ] .

\.w(x, t0) =
2

5
sin

\Bigl( \pi x
l

\Bigr) 
+

1

5
sin

\biggl( 
2\pi x

l

\biggr) 
, x \in [ 0, l ] .
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Построим управления, которые гасят возникшие колебания трубопровода, а значит дви-
жение динамической системы (7) на отрезке t \in [0, 1] удовлетворяет условиям

\bfy (0) = (0.5, 0.(3), 0.4, 0.2)T ,

\bfy (1) = (0, 0, 0, 0)T .

Компоненты матрицы \Omega (t) при t0 = 0, t1 = 1 имеют вид

\Omega ij(t) = e0.0005 (t - 1)
\Bigl( 
aij cos (34.4395(t - 1)) + bij sin (34.4395(t - 1))

\Bigr) 
+ cij e

 - 0.748(t - 1)+

+ dij e
0.748(t - 1), (i = 1, 2; j = 1, . . . , 4) ,

Решая двухточечную задачу (6) по рекуррентной формуле (9) с точностью \varepsilon = 0.0001,
с помощью математического пакета на 3-ом шаге получаем

\bfp (0) = (2.380167414, 0.272707249, 6.425681617, 1.43237687)T ,

\bfp (3) = (2.37540924, 0.267038872, 6.368368597, 1.92151637)T ,

u1(t) = u
(3)
1 (t) = 102.7188176 e - 0.748(t - 1)  - 73.6217728 e0.748(t - 1) - 

 - e0.0005 (t - 1)
\Bigl( 
137.736325 cos (34.4395(t - 1)) + 26.7900872 sin (34.4395(t - 1))

\Bigr) 
,

u2(t) = u
(3)
2 (t) =  - 0.4875475 e - 0.748(t - 1)  - 0.349414 e0.748(t - 1) - 

 - e0.0005 (t - 1)
\Bigl( 
59.452732 cos (34.4395(t - 1)) - 305.6447878 sin (34.4395(t - 1))

\Bigr) 
.

5. Результаты численного моделирования

Поведение переменных y1(t), y2(t) нелинейной системы (7) под действием построенных
управлений u1(t), u2(t), t \in [t0, t1], показано на рис. 1. Переменные y3(t), y4(t) ведут себя

Рис. 1. Поведение функций y1(t) и y2(t)

аналогичным образом. Таким образом в момент времени t = 1 функции v1(t), v2(t), а также
их производные \.v1(t), \.v2(t) принимают нулевое значение с заданной степенью точности,
следовательно колебания трубопровода затухают. На рис. 2 изображен график функции
деформации трубопровода w(x, t) в сечении x = 6 при t \in [0, 1]. На рис. 3 представлены
графики построенных управлений u1(t), u2(t), t \in [t0, t1].

Полученные результаты показывают, что в случае динамической неустойчивости тру-
бопровода возможно построение управляющих воздействий, обеспечивающих гашение ко-
лебаний трубопровода с заданной степенью точности.
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Рис. 2. Колебания точки x = 6

Рис. 3. Управления u1(t), u2(t)
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Abstract: The problem of control of a mechanical system, which is a hollow elastic
rod with a fluid or gas, flowing inside it (pipeline), is investigated. The case of
dynamic instability of a mechanical system is considered. The controllability of the
system is determined by linear approximation. The controls are constructed to ensure
the damping of the pipeline oscillations. The results of numerical simulation of the
behavior of the mechanical system under the action of constructed controls with given
parameters are presented.
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