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Аннотация: В работе рассматривается задача о вычислении решений двумерных
линейных уравнений параболического типа. Представлена полная процедура вы-
вода решений и показано появление специфического их вырождения, названного
топологическим. Показано, что в двумерном координатном пространстве сре-
ди параболических уравнений, обладающих топологическим вырождением, есть
уравнение Шредингера для нестационарного квантового гармонического осцил-
лятора, однородного электрического поля и пустого пространства. Приведены
примеры конкретных решений.
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1. Введение

В настоящей работе рассматривается задача построения решений двумерных линей-
ных параболических уравнений с потенциалами, функциональный вид которых принадле-
жит классу комплексных функций, включающему в качестве частного случая важные для
прикладных задач вещественные квадратичные по координатам потенциалы, произвольно
заисящие от времени. Решения строятся в форме суперпозиции по комплексным экспонен-
там, зависящим от формального спектрального параметра. Такой подход позволяет свести
задачу вычисления решений параболического уравнения к решению системы уравнений, по-
добной той, которая встречается в теории эйконала [1–3]. Отличием предлагаемого подхода
от теории эйконала и аналогичных методов состоит в использовании при построении реше-
ний квазилинейных уравнений первого порядка. В результате удается даже для классиче-
ских задач, связанных с двумерными параболическими уравнениями такими, как уравнение
диффузии, квантовый гармонический осциллятор или квантовой частицы в однородном по-
ле, получить новые классы решений, которые представляют собой многозначные функции.
Появление квазилинейных уравнений в теории параболических уравнений указывает на су-
ществование среди их решений многозначных функций. Этот факт исследуется в работе и
демонстрируется на примерах.

2. Задача о вычислении решений линейного параболического
уравнения

Рассмотрим d-мерные линейные операторы следующего вида:

\^L =
\partial 

\partial t
 - D(t)\Delta ,

где D - комплексная функция переменной t, а \Delta - d - мерный оператор Лапласа:

\Delta =
\partial 2

\partial x2
+

\partial 2

\partial y2
.
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Рассмотрим задачу вычисления решений параболических уравнений:

\^L\Psi  - U(\bfx , t)\Psi = 0, (1)

где U(\bfx , t) - некоторая заданная функция, вообще говоря, комплексная.
Рассмотрим действие оператора \^L на функции \Psi (\bfx , t) следующего общего вида:

\Psi (\bfx , t;\lambda ) = e\theta (\bfx ,t)+\lambda \phi (\bfx ,t), (2)

где \theta (\bfx , t) и \phi (\bfx , t) - две вспомогательных функции, которые далее будем называть фа-
зовыми, \bfx = (x, y), а \lambda - некоторый формальный спектральный параметр. Подобное пред-
ставление волновых функций используется в методе ВКБ и теории квазиклассического
приближения квантовой теории [4, 5]. Однако задачей данной работы будет анализ таких
ситуаций, когда функции (2) будут не приближенными, а именно точными решениями ли-
нейных уравнений параболического типа.

Имеем:

\^L\Psi =
\Bigl[ 
\^L\theta  - D

\Bigl( 
\nabla \theta ,\nabla \theta 

\Bigr) 
+ \lambda 

\Bigl( 
\^L\phi  - 2D(\nabla \theta ,\nabla \phi )

\Bigr) 
 - \lambda 2D

\Bigl( 
\nabla \phi ,\nabla \phi 

\Bigr) \Bigr] 
\Psi = U(\bfx , t;\lambda )\Psi .

Здесь и далее вводится скалярное произведение вида:

(\nabla f,\nabla h) = (fx)
2 + (fy)

2.

Рассмотрим задачу о вычислении таких функций \theta (\bfx , t) и \phi (\bfx , t), для которых функция
U(\bfx , t;\lambda ) в правой части последнего равенства не зависит от \lambda . Условием выполнения этого
требования являются два следующих соотношения:

U(\bfx , t) = \^L\theta  - D(\nabla \theta ,\nabla \theta ), \^L\phi  - 2D(\nabla \theta ,\nabla \phi ) = 0, D
\Bigl( 
\nabla \phi ,\nabla \phi 

\Bigr) 
= 0. (3)

Первое из этих уравнений является аналогом уравнения переноса в приближении геометри-
ческой оптики для гиперболических уравнений, а второе - аналогом уравнения эйконала [2].
В предположении независимости потенциала U(\bfx , t) от \lambda , решениями уравнения (1) будут
все функции вида:

\psi (\bfx , t) = e\theta (x,t)
\int 
\lambda 

e\lambda \phi (\bfx ,t)d\lambda = e\theta (\bfx ,t)F (\phi (\bfx , t)).

Дальнейшей задачей данной работы будет явное вычисление вида функций \theta (\bfx , t) и \phi (\bfx , t),
а так же связанного с ними потенциала U(\bfx , t).

3. Условия существования решений

Последнее уравнение в системе (3) можно записать в виде:\biggl( 
\partial \phi 

\partial x

\biggr) 2

+

\biggl( 
\partial \phi 

\partial y

\biggr) 2

= 0,

или
\partial \phi 

\partial x
\pm i

\partial \phi 

\partial y
= 0.

Общим решением этих уравнений будет произвольная аналитическая функция \phi (z, t) (со-
ответственно, \phi (z, t)) времени t и одного комплексного аргумента z = x+ iy (z = x - iy). В
дальнейшем вычисления будут проводиться для варианта \phi = \phi (z, t).

Поскольку:

\Delta \phi (z, t) = 4
\partial 2\phi 

\partial z\partial z
= 0,
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первое уравнение в системе (3) теперь приобретает следующий вид:

\phi t  - 4D
\partial \theta 

\partial z

\partial \phi 

\partial z
= 0. (4)

Обозначим:
v(z, t) =

\phi t
4D\phi z

=
\partial \theta 

\partial z
. (5)

Тогда решение (4) относительно \theta можно представить так:

\theta = zv(z, t) + g(z, t), (6)

где g(z, t) - постоянная интегрирования по z является произвольной аналитической функци-
ей аргументов z и t. Подставляя это соотношение для \theta в первое соотношение в(3), находим:

U(z, z, t) = zM(z, t) +N(z, t), (7)

где введены обозначения:

\.v  - 4D(t)vv\prime =M(z, t), \.g  - 4D(t)vg\prime  - 4D(t)v\prime = N(z, t). (8)

Выбор M(z, t) и N(z, t) может быть произвольным в классе аналитических по z и t функций
и определяться постановкой задачи и свойствами среды, для которой задача решается.
Совокупность уравнений (8) представляет собой условия существования решений типа (2)
уравнений (1) для потенциала U(\bfx , t) общего вида (7). Эти условия следует рассматривать
как уравнения для функций v(z, t) и g(z, t), с помощью которых вычисляется решение (2)
исходного уравнения.

4. Общий метод построения решений

Общим способом построения решений системы уравнений (8) при заданных функциях
M(z, t) и N(z, t), является метод характеристик. Уравнение характеристик системы (8)
имеет вид:

dz

dt
=  - 4D(t)v. (9)

В отличие от классического метода характеристик это уравнение является комплексным,
т.е. по сути эквивалентно паре вещественных уравнений, объединенных в одно комплексное
уравнение. Это означает, что в реальности уравнения (8) следует рассматривать как систему
двумерных квазилинейных уравнений на плоскости x, y с оператором переноса вида:

\^S =
\partial 

\partial t
 - \^Q, \^Q = 4

\Bigl( 
\alpha (t)\xi  - \beta (t)\eta 

\Bigr) \partial 
\partial x

+ 4
\Bigl( 
\alpha (t)\eta + \beta (t)\xi 

\Bigr) \partial 
\partial y

(10)

где введены обозначения: D(t) = \alpha (t)+ i\beta (t) и v(z, t) = \xi (x, y, t)+ i\eta (x, y, t), и использованы
условия Коши для аналитических функций:

\partial \xi 

\partial x
=
\partial \eta 

\partial y
,
\partial \xi 

\partial y
=  - \partial \eta 

\partial x
,
\partial 

\partial z
=

1

2

\biggl( 
\partial 

\partial x
 - i

\partial 

\partial y

\biggr) 
.

Вводя дополнительно обозначения: g(z, t) = p(x, y, t) + iq(x, y, t), уравнения (8) можно за-
писать в виде:

\xi t + \^Q\xi = P (x, y, t), \eta t + \^Q\eta = Q(x, y, t),

pt + \^Qp - \^Q\xi = K(x, y, t), qt + \^Qq  - \^Q\eta = L(x, y, t), (11)
M(z, t) = P (x, y, t) + iQ(x, y, t), N(z, t) = K(x, y, t) + iL(x, y, t).
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Уравнения (8) в этом случае решаются с помощью метода характеристик (вещественных),
уравнения которых имеют такой вид:

dx

dt
=  - 4

\Bigl( 
\alpha (t)\xi  - \beta (t)\eta 

\Bigr) 
,
dy

dt
=  - 4

\Bigl( 
\alpha (t)\eta + \beta (t)\xi 

\Bigr) 
, (12)

Совокупность этих уравнений эквивалентна (9). Таким образом, уравнения (8) можно рас-
сматривать как компактную форму записи уравнений (11), а уравнение характеристик (8),
как компактную форму уравнений (12). Поэтому в дальнейшем мы будем работать непо-
средственно с уравнениями и их решениями в комплексных переменных.

Для удобства вместо времени t полезно ввести новый параметр \tau = 4
\int 
D(t)dt. Тогда

на этих характеристиках уравнение для функций v и g примут такой вид:

dv

d\tau 
= m(z, \tau ),

dg

d\tau 
= v\prime + n(z, \tau ). (13)

Здесь введены обозначения: m(z, \tau ) =M(z, t)/4D(t), n(z, \tau ) = N(z, t)/4D(t). Подставляя v
из (9) в первое уравнение, получаем уравнение для характеристики в комплексной плоско-
сти z:

d2z

d\tau 2
=  - m(z, \tau ). (14)

При произвольном выбореm(z, \tau ) это уравнение представляет собой нелинейное обыкновен-
ное дифференциальное уравнение второго порядка и имеет две постоянные интегрирования
I, J , которые с точки зрения метода характеристик [6] представляют собой независимые ин-
тегралы движения.

Согласно общей теории метода характеристик, если найдены оба интеграла движения
I(v, z, \tau ) и J(v, z, \tau ) уравнения (9) и первого уравнения (13), то общее решение системы (8)
относительно v находится из алгебраического уравнения:

H
\Bigl( 
I(v, z, \tau ), J(v, z, \tau )

\Bigr) 
= 0, (15)

где H(I, J) - произвольная комплексная функция своих аргументов. После этого вычисля-
ется решение для g(z, t), которое можно записать в виде:

g(z, \tau ) =

\int 
C

\Bigl( 
v\prime + n(z, \tau )

\Bigr) 
d\tau +G(I, J), (16)

где интеграл в правой части берется вдоль характеристик, а G(I, J) - произвольная по-
стоянная интегрирования вдоль характеристики, т.е. функция интегралов движения I и
J .

После того, как вычислены решения для v(z, t), решение для \phi (z, t), в силу ее опреде-
ления (5), строится как решение уравнения:

d\phi 

dt
=
\partial \phi 

\partial t
 - 4Dv

\partial \phi 

\partial z
= 0. (17)

Следовательно, полное решение этого уравнения будет иметь такой вид:

\phi = P (I, J), (18)

где P (I, J) - произвольная функция интегралов движения. Таким образом, справедливо
следующее утверждение:

Утверждение 1. Уравнение (1) с потенциалом (7) имеет в качестве решений все функ-
ции вида:

\Psi = R(I, J) exp
\Bigl( 
zv(z, \tau ) +

\int 
C

(v\prime + n(z, \tau ))d\tau 
\Bigr) 
. (19)
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где функции v(z, t) и \phi (z, t) вычисляются из алгебраических уравнений (15) и (18), а функ-
ция \theta (x, y, t) при этом имеет вид (16). Функция R(I, J) = exp(G(I, J)) - произвольная функ-
ция интегралов движения.

Решение алгебраического (трансцендентного) уравнения (15) относительно v(z, t) в об-
щем случае не единственно. Множество таких решений может быть конечным в случае,
если, например, функция H

\Bigl( 
I(v, z, \tau ), J(v, z, \tau )

\Bigr) 
в (15) является полиномом конечного по-

рядка относительно v. Поскольку каждое решение уравнения (15) относительно v приводит
к новому линейно-независимому решению уравнения (1) с потенциалом (7), то это мож-
но интерпретировать как дополнительное вырождение решений этого уравнения, кроме
“естественного” вырождения по спектральному параметру \lambda . Такое вырождение можно на-
звать “топологическим”, поскольку оно связано с топологией комплексной гиперповерх-
ности (15), в случае геометрической интерпретации этого уравнения. В отличие от вы-
рождения по параметру \lambda топологическое вырождение определяется не общей структурой
пространственно-временных симметрий решений, а структурой начальных или граничных
условий. Это означает, что в тех областях пространства-времени, где функции v(z, t) име-
ют больше одного решения, каждому из них будет соответствовать отдельная функция
\Psi (x, y, t| H) (2), отвечающая одному и тому же потенциалу U(x, y, t) (7). При этом отдель-
ные решения для v(z, t) могут иметь точки склейки листов между собой, а могут их и не
иметь.

Утверждение 2. Решения уравнения (1) для потенциала (7) обладают дополнитель-
ным топологическим вырождением, которое определяется множеством всех решений ал-
гебраического (трансцендентного) уравнения (15), в котором функцияH(I, J) определяется
начальным распределением v(z, 0). Каждому решению этого уравнения будет соответство-
вать отдельное линейно-независимое решение \Psi a(x, y, t| H), a = 1, . . . уравнения (1), где
индекс a нумерует все возможные решения, отвечающие заданной функции H. Отдельные
функции \Psi a(x, y, t| H), a = 1, 2, . . ., отвечающие различным значениям a, могут иметь точки
склейки Zk = Xk + iYk, k = 1, 2 . . ., перемещающиеся со временем, в которых сами функ-
ции непрерывны, а их производные имеют особенности. В этих точках значения отдельных
функций \Psi a(x, y, t| H) и \Psi b(x, y, t| H) при a \not = b совпадают.

Обратим внимание на то, что в случае N(z, t) = 0, уравнение для W = exp(g(z, \tau ))
принимает вид дифференциального закона сохранения:

\partial 

\partial \tau 
W  - \partial 

\partial z

\Bigl( 
Wv

\Bigr) 
= 0. (20)

Отсюда следует, что существует такая функция \xi , что:

\xi z =W, \xi t =Wv.

Эта функция в силу уравнения (20) удовлетворяет уравнению:

Wt  - vW \prime = 0,

как и функция \phi , т.е. является функцией интегралов движения: W =W (I, J).
Замечание. В случае N(z, t) = 0, решение параболического уравнения можно пред-

ставить в следующем общем виде:

\Psi = exp
\Bigl( 
zv(z, \tau )

\Bigr) \partial W (I, J)

\partial z
. (21)

5. Квадратичный потенциал

Функциональный вид потенциала (7) таков, что при произвольном выборе двух ком-
плексных аналитических функций M(z, t) и N(z, t) он будет, как правило, комплексным.
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Такая ситуация встречается в оптике неоднородных активных сред. Однако в других фи-
зических приложениях чаще приходится иметь дело с потенциалами, которые либо веще-
ственные, либо чисто мнимые. В частности, в случае, когда оператор \^L имеет форму опера-
тора Шредингера квантовой механики с гамильтонианом нестационарного гармонического
осциллятора. Для того, чтобы выражение для U(x, y, t) допускало в качестве варианта ис-
ключительно вещественные значения, необходимо, чтобы функции M(z, t) и N(z, t) имели
такой вид:

M(z, t) = A(t)z +B1(t), N(z, t) = B2(t)z + C(t), (22)

где функции A(t), B1(t), B2(t) и C(t) - произвольные комплексные функции. Соответствен-
но, функции v(z, t) и g(z, t) должны удовлетворять следующим двум уравнениям переноса
фазы:

\.v  - 4Dvv\prime = A(t)z +B1(t), \.g  - 4Dv\prime  - 4Dvg\prime = B2(t)z + C(t), (23)

а потенциал будет иметь такой вид:

U(z, z, t) = A(t)| z| 2 +B1(t)z +B2(t)z + C(t). (24)

Такой потенциал является наиболее общей формой вещественного потенциала, допускаемо-
го формой (7).

Рассмотрим теперь общее решение уравнений (23) относительно функций v(z, t) и g(z, t),
отвечающих квадратичному потенциалу U(x, y, t) (24) с произвольными коэффициентами
A(t), B1(t), B2(t) и C(t). Система (13) для такого выбора функций M(z, t) и N(z, t) явля-
ется линейной:

dz

dt
=  - 4Dv,

dv

dt
= A(t)z +B1(t). (25)

Вводя новую переменную \tau = 4
\int 
D(t)dt и исключая v, приходим к следующим линейным

уравнениям для z(t):
dz

d\tau 
=  - v, d2z

d\tau 2
+\Omega 2(\tau )z + b(\tau ) = 0, (26)

где введены обозначения: \Omega 2(\tau ) = A/(4D), b(\tau ) = B1/(4D). Соответствующее уравнение
для g(z, \tau ) примет такой вид:

dg

d\tau 
= v\prime + b(\tau )z + c(\tau ), c(\tau ) = C(t)/4D(t). (27)

Уравнение (26) есть уравнение линейного (двумерного) осциллятора с изменяющейся со
временем комплексной частотой \Omega 2(\tau ), записанного в комплексных координатах. Обозна-
чим через Z1(\tau ) и Z2(t) - два независимых решения однородного уравнения (26), а через
Z0(\tau ) - одно из решений неоднородного уравнения (26), которое может быть вычислено,
например, с помощью метода вариации постоянных. Тогда общее решение для z(\tau ) и v(\tau )
на характеристиках можно записать в виде:

z(\tau ) = IZ1(\tau ) + JZ2(\tau ) + Z0(\tau ), (28)
v(\tau ) =  - I \.Z1(\tau ) - J \.Z2(\tau ) - \.Z0(\tau ).

Постоянные I и J и есть необходимые нам интегралы движения на характеристиках. Из
этих двух соотношений можно найти явный вид этих интегралов:

I = F11(\tau )
\Bigl( 
z  - Z0(\tau )

\Bigr) 
+ F12(\tau )

\Bigl( 
v + \.Z0(\tau )

\Bigr) 
, (29)

J = F21(\tau )
\Bigl( 
z  - Z0(\tau )

\Bigr) 
+ F22(\tau )

\Bigl( 
v + \.Z0(\tau )

\Bigr) 
.
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Здесь:

F11 = \.Z2/W, F12 = Z2/W, F21 =  - \.Z1/W, F22 =  - Z1/W,

W = Z1
\.Z2  - Z2

\.Z1, Z0 =  - Z1

\tau \int 
0

F12(\tau 
\prime )b(\tau \prime )d\tau \prime  - Z2

\tau \int 
0

F22(\tau 
\prime )b(\tau \prime )d\tau \prime 

Таким образом, общее решение первого уравнения системы (23) для v(z, \tau ) можно записать
в виде (15):

H
\Bigl( 
F11(\tau )z + F12(\tau )v +R1(\tau ), F21(\tau )z + F22(\tau )v +R2(\tau )

\Bigr) 
= 0, (30)

где

R1(\tau ) =  - 1

W

d

d\tau 

\Bigl( 
Z2Z0

\Bigr) 
, R2(\tau ) =

1

W

d

d\tau 

\Bigl( 
Z1Z0

\Bigr) 
.

6. Квантовый гармонический осциллятор

В качестве примера рассмотрим применение данного подхода к задаче о нестационар-
ном двумерном квантовом гармоническом осцилляторе, волновые функции которого удо-
влетворяют уравнению Шредингера:

i\hbar 
\partial \Psi 

\partial t
=  - \hbar 2

2m
\Delta \Psi +

\biggl[ 
m\omega 2

0

2

\bigl[ 
(x - x0(t))

2 + (y  - y0(t))
2
\bigr] \biggr] 

\Psi . (31)

Примером реальной системы, в которой потенциал имеет такой вид, является движение
электрона в однородном магнитном поле, направленном вдоль оси, ортогональной плоско-
сти (x, y). Кроме стандартной квантовой интерпретации, это уравнение можно рассматри-
вать как уравнение для амплитуды огибающей оптического излучения в линейной неодно-
родной неактивной среде [2]. Поскольку квантовая теория содержит специальные постулаты
отбора физически реализуемых решений, например, требование непрерывности волной вой
функции, то в случае нарушения этого требования полученные решения полезно интерпре-
тировать именно с точки зрения их приложения в оптике неоднородных сред.

Сравнивая потенциал этого уравнения с (24), находим:

D = i
\hbar 
2m

= iD0, A =  - im\omega 
2
0

2\hbar 
, z0 = x0(t) + iy0(t), \Omega 2

0 =
m2\omega 2

0

4\hbar 2
, (32)

B1 = 16i\Omega 2D0z0(t), B2 = 16i\Omega 2
0D0z0(t), C =  - 4i\Omega 2

0D0| z0| 2.

Учитывая, что коэффициенты потенциала чисто мнимые, удобно ввести переменную \tau так:
\tau = 4D0t. Тогда: b(\tau ) = 4i\Omega 2

0z0(\tau ) и c(\tau ) =  - 4i\Omega 2
0| z0(\tau )| , а уравнения на характеристиках

примут вид:
dz

d\tau 
=  - iv, dv

d\tau 
=  - i\Omega 2

0z + b(\tau ),
dg

d\tau 
= iv\prime + b(\tau )z + c(\tau ). (33)

Соответствующее уравнение (26) для z(\tau ) примет такой вид:

\partial 2z

\partial \tau 2
+\Omega 2

0z = 4\Omega 2
0z0(\tau ). (34)

Линейно-независимые решения однородной части этого уравнения можно выбрать в таком
виде: Z1 = e - i\Omega 0\tau , Z2 = ei\Omega 0\tau . Заметим, что в выбранных единицах координат и времени
величина \Omega 0 имеет размерность обратного квадрат длины. Однако для общности рассмот-
рения мы далее будем говорить об осцилляциях с частотой \Omega 0.
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Подставляя эти однородные решения в формулы (29), находим:

W = Z1
\.Z2  - Z2

\.Z1 = 2i\Omega 0, Z0(\tau ) =
i

2\Omega 0

\tau \int 
0

sin
\Bigl( 
\Omega 0(\tau  - \tau \prime )

\Bigr) 
b(\tau \prime )d\tau \prime ,

F11 =
1

2
ei\Omega 0\tau , F12 =

i

2\Omega 0
ei\Omega 0\tau , F21 =

1

2
e - i\Omega 0\tau , F22 =  - i

2\Omega 0
e - i\Omega 0\tau .

Для упрощения анализа будем полагать z0(\tau ) \equiv 0 и v(t) \equiv 0, что приводит к соотношени-
ям: b(\tau ) = Z0(\tau ) \equiv 0 и c(\tau ) \equiv 0. В этом случае упрощаются выражения для интегралов
движения, что не меняет наиболее важной сути построенных решений. Кроме этого, вместо
общего решения (19) можно воспользоваться более простой формой решения в виде (21). В
этом случае интегралы движения будут иметь такой вид:

I =
1

2\Omega 0
ei\Omega 0\tau 

\Bigl( 
\Omega 0z + v

\Bigr) 
= \zeta +(v, z, \tau ), J =

1

2\Omega 0
e - i\Omega 0\tau 

\Bigl( 
\Omega 0z  - v

\Bigr) 
= \zeta  - (v, z, \tau ). (35)

Таким образом, волновые функции гармонического осциллятора будут иметь следующий
вид:

\Psi = ezv(z,\tau )
\partial W (\zeta +, \zeta  - )

\partial z
, (36)

где сохранены обозначения соотношения (19) и (21). Функция W (\zeta +, \zeta  - ) - произвольная
функция интегралов движения. Экспоненту в этом выражении с показателем z\ast v(z, \tau ) бу-
дем далее называть основной экспонентой.

С точки зрения квантовой теории интерес представляют волновые функции, убываю-
щие на бесконечности и непрерывные на всей плоскости z на заданном интервале времени.
Поэтому эти свойства необходимо проверять для каждого конкретного решения относи-
тельно v(z, \tau ).

Классические решения теории квантового гармонического осциллятора получаются из
общих решений (36) в случае выбора функции H(I, J) в виде:

H(I, J) = I = ei\Omega 0\tau (\Omega 0z + v) = 0.

Отсюда v =  - \Omega 0z, и J = 2e - i\Omega 0\tau \Omega 0z решение (36) принимает следующий вид:

\Psi = e - \Omega 0| z| 2e - i\Omega 0\tau 2\Omega 0R
\Bigl( 
2e - i\Omega 0\tau \Omega 0z

\Bigr) 
, (37)

где R(J) = \partial W (0, J)/\partial J - произвольная функция интеграла J .
Это классическое решение имеет следующее обобщение. Пусть H(\zeta +, \zeta  - ) = k1\zeta 

+ +
k2\zeta 

 - + k0, где k1, k2, k0 - вещественные постоянные, хотя бы одна из которых отлична от
нуля. Решение для v(z, \tau ) в этом случае можно вычислить явно из соотношения:

k1
2\Omega 0

ei\Omega \tau (\Omega 0z + v) +
k2
2\Omega 0

e - i\Omega 0\tau (\Omega 0z  - v) + k0 = 0

В результате имеем:

v =  - \Omega 0
2k0 + zp(\tau )

q(\tau )
=  - \Omega 0

\Bigl( 
\alpha (\tau )z + \beta (\tau )

\Bigr) 
, (38)

где p(\tau ) = k1e
i\Omega 0\tau + k2e

 - i\Omega 0\tau , q(\tau ) = k1e
i\Omega 0\tau  - k2e

 - i\Omega 0\tau , и:

\alpha (\tau ) =
p(\tau )

q(\tau )
, \beta (\tau ) =  - 2k0

q(\tau )
.
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Показатель основной экспоненты в этом случае примет следующий вид:

\Phi = zv(z, \tau ) =  - \alpha (\tau )\Omega 0| z| 2 + \beta (\tau )\Omega 0z,

Отсюда следует, что сама экспонента будет убывать к нулю при | z| \rightarrow \infty , если знак функции:

Re[\alpha (\tau )] = Re

\biggl[ 
p(\tau )

q(\tau )

\biggr] 
=

(k21  - k22)

k21 + k22  - 2k1k2 cos(2\Omega 0\tau )
.

будет положительным: Re[\alpha (\tau )] > 0, что соответствует условию:

| k1| > | k2| .

В частности, при k0 = k2 = 0: v =  - \Omega 0z приходим к классическим решениям теории
квантового гармонического осциллятора.

В примере с k0 \not = 0, k2 \not = 0 решение можно представить в виде:

\Psi = e - \alpha (\tau )\Omega 0| z| 2+\beta (\tau )\Omega 0z \partial 

\partial z
W (\zeta +, \zeta  - ), (39)

где W (\zeta +, \zeta  - ) - как и раньше, произвольная функция интегралов движения, форма которой
определяется граничными и начальными условиями.

Предыдущий пример демонстрирует однолистное решение уравнения Шредингера. Рас-
смотрим кратко более сложный вариант выбора функции H(\zeta +, \zeta  - ) в такой форме:

H(\zeta +, \zeta  - ) = k1(\zeta 
+)2 - k2(\zeta  - )2+k0 =

\Bigl( 
q(2\tau )

\Bigl( 
\Omega 2
0z

2 + v2
\Bigr) 
+ 2p(2\tau )\Omega 0vz

\Bigr) 
/(4\Omega 2

0)+k0 = 0. (40)

В этом случае решение для v и, следовательно, для \Psi будет двулистным (двузначным).
Выберем числа k1, k2, k0, как и в предыдущем примере, для определенности вещественными.

Квадратное относительно v уравнение (40) имеет решение:

v =  - \Omega 0

\Biggl( 
\alpha (2\tau )z \pm 

\sqrt{} \Bigl( 
\alpha 2(\tau ) - 1

\Bigr) 
z2  - 4k0r(\tau )

\Biggr) 
, (41)

где r(\tau ) = [q(2\tau )] - 1. Показатель основной экспоненты имеет следующий вид:

\Phi = zv =  - \Omega 0

\Biggl( 
\alpha (2\tau )| z| 2 \pm 

\sqrt{} \Bigl( 
\alpha 2(2\tau ) - 1

\Bigr) 
| z| 4  - 4k0r(\tau )z2

\Biggr) 
.

В пределе | z| \rightarrow \infty имеем:

\Phi \simeq \Omega 0

\Bigl( 
 - \alpha (2\tau )\mp 

\sqrt{} 
\alpha 2(2\tau ) - 1

\Bigr) 
| z| 2 =  - \Omega 0\alpha 2(\tau )| z| 2.

Знак вещественной части коэффициента \alpha 2(\tau ) = \alpha (2\tau )\pm 
\sqrt{} 
\alpha 2(2\tau ) - 1:

Re[\alpha 2(\tau )] =
k1  - k2

k1 + k2 \mp 2
\surd 
k1k2 cos(2\Omega 0\tau )

будет определять характер асимптотики.
Теперь достаточным условием, при котором вещественная часть коэффициента \alpha 2(\tau )

положительна для всех моментов времени является то же условие k1 > k2 > 0, что и в
предыдущем случае. Действительно, при k1 > k2 > 0, если обозначить \gamma =

\sqrt{} 
| k1/k2| , то

требуемое условие сведется к условию:

\gamma 2 + 1 > \pm 2\gamma ,
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что выполняется при всех значениях \gamma > 0. Два листа решения в данном случае имеют
следующий вид:

\Psi \pm = exp

\biggl[ 
 - \alpha (2\tau )\Omega 0| z| 2 \pm 2\Omega 0

\sqrt{} 
k1k2| z| 4  - k0q(2\tau )z2/q(2\tau )

\biggr] 
\partial 

\partial z
W (\zeta +, \zeta  - ), (42)

где W (\zeta +, \zeta  - ) - произвольная функция тех же интегралов движения (35).
В данном примере отдельные листы решения склеиваются в двух точках, положение

которых определяется обращением в ноль дискриминанта уравнения (40):

Z\pm = \pm 
\biggl( 

k0r(\tau )

\alpha 2(\tau ) - 1

\biggr) 1/2

.

В этих точках функция v ограничена и непрерывно переходит с одного листа на другой.
Однако производная по \zeta в этой точке обращается в бесконечность. Поэтому, формально,
наличие точек склейки листов не противоречит постулату непрерывности волновой функ-
ции квантовой теории.

7. Заключение

В работе построена схема вычисления решений двумерных параболических уравнений,
зависящих от одного спектрального параметра, для специального класса потенциалов. Спе-
циально рассмотрены случай двумерного квантового осциллятора. Получены точные реше-
ния, обладающие свойством многозначности, которое можно интерпретировать как тополо-
гическое вырождение, связанное с множеством листов решений квазилинейных уравнений
первого порядка для фазовых функций решения.
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Abstract: The problem of calculating solutions of two-dimensional linear parabolic
equations is considered. A complete procedure for the derivation of solutions is presented
and the appearance of a specific degeneracy, called a topological one, is shown. It is
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