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Аннотация: В статье представлен новый закон управления, для механических
систем без измерения скоростей. Применение этого закона рассматривается на
примере стабилизации положения механической системы, представляющей собой
трехзвенный манипулятор на неподвижном основании. Представлены результаты
численного моделирования, подтверждающие теоретический результат.
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1. Введение

Двухзвенные и трехзвенные манипуляторы являются распространенной подсистемой
для робототехнических систем [1,2]. При этом установка на таких манипуляторах датчиков
для измерения скоростей звеньев требует дополнительных затрат, а погрешности данных,
получаемых с таких датчиков, вносят дополнительные ошибки при вычислении количе-
ственных характеристик управления. Таким образом, важной представляется задача о по-
строении управления, реализующего приведение положения манипулятора в заданную про-
граммную позицию без измерения скоростей звеньев. Исследование этой задачи продолжает
оставаться актуальным, так как имеющиеся её решения имеют достаточно сложную струк-
туру, зависят от инерционных параметров системы, в управление закладывается сооответ-
ствующее компенсирующее действие инерционных и неуправляемых сил, часто требуют
проведения больших объемов вычислений в реальном времени [3–7]. В настоящей статье
дано новое решение задачи построения управления положением трехзвенного манипулято-
ра, без измерения скоростей звеньев с использованием результатов работы [8]. Проведено
компьютерное моделирование для подтверждения теоретических результатов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель трехзвенного манипулятора, состоящую из трех
абсолютно жестких звеньев G1, G2, G3, представляющих собой однородные стержни. Ма-
нипулятор установлен на неподвижном основании, на которое опирается звено G1. Звено
G1 таким образом, может совершать только вращения вокруг вертикальной оси. Звенья
соединены между собой двумя идеальными цилиндрическими шарнирами O1, и O2 таким
образом, что звенья G2 и G3 могут совершать движения только в вертикальной плоско-
сти. Центр масс C1 звена G1 лежит на луче O1O2. Положение центра масс C2 звена G2 не
совпадает с положением шарнира O2. На конце звена G3 находится груз, перемещаемый
манипулятором.

Введем обозначения: qi(i = 1, 2, 3) — углы поворотов звеньев манипулятора; Qi(i =
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Рис. 1. Модель трехзвенного манипулятора

1, 2, 3) — управляющие моменты относительно осей соответствующих звеньев; li — длина
i-го звена; mi — масса i-го звена; m0 — масса перемещаемого груза; m30 = m0 +m3; J01 —
момент инерции первого звена относительно оси вращения; r2 и r3 — соответственно рассто-
яния от центров тяжести второго и третьего звеньев с перемещаемым грузом относительно
осей соответствующих звеньев; g — ускорение свободного падения.

Учитывая действие сил тяжести, уравнения движения манипулятора можно записать
в векторно-матричной форме

A(q)\"q + C(q, \.q) \.q +K(q) = Q, (1)

где

A(q) =

\left(        
a11 0 0

0 a22 a23

0 a32 a33

\right)        , C(q, \.q) =

\left(        
c11 0 c13

c21 0 c23

c31 c32 0

\right)        ,

a11 = J01 +m2r
2
2 sin

2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)
2, a22 = m2r

2
2 +m3l

2
2,

a23 =
1
2m30l2r3 cos(q2  - q3), a32 = a23, a33 = m30r

2
3,

c11 = 2(m2r
2
2 sin q2 cos q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)l2 cos q2) \.q2,

c13 = 2m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)r3 cos q3 \.q3,

c21 =  - (m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)l2 +m2r
2
2 sin q2) cos q2 \.q1,

c23 =
1
2m30l2r3 sin(q2  - q3) \.q3, c31 =  - m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)r3 cos q3 \.q1,

c32 =  - 1
2m30l2r3 sin(q2  - q3) \.q2,

K \prime (q) = (0, (m2r2 +m30l2)g sin q2, m30gr3 sin q3).

3. Построение управления

Рассмотрим задачу приведения манипулятора в заданное программное положение

q = q0 = const, \.q = 0 (2)

без измерения скоростей.
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Положение (2) имеет место, если положить

Q
(0)
1 = 0, Q

(0)
2 = (m2r2 +m30l2)g sin q

0
2 cosx2,

Q
(0)
3 = m30gr3 sin q

0
3 cosx3.

(3)

Рассматриваемая задача состоит в нахождении управляющего воздействия

Q(2) = Q - Q(0),

обеспечивающего глобальную стабилизацию положения (2) при измерении только коорди-
нат q1, q2, q3.

Покажем, что поставленная задача решается управляющим воздействием вида

Q
(2)
1 (x1) =  - k1 sin

x1(t)

2
 - cos

q1(t)

2

\int t

t - h
p01e

s01(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q1(t)

2
 - sin

q1(\tau )

2

\biggr) 
d\tau ,

Q
(2)
2 (x2) =  - k2 sin

x2(t)

2
 - cos

q2(t)

2

\int t

t - h
p02e

s02(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q2(t)

2
 - sin

q2(\tau )

2

\biggr) 
d\tau ,

Q
(2)
3 (x3) =  - k3 sin

x3(t)

2
 - cos

q3(t)

2

\int t

t - h
p03e

s03(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q3(t)

2
 - sin

q3(\tau )

2

\biggr) 
d\tau ,

x1 = q1  - q10, x2 = q2  - q20, x3 = q3  - q30

(4)

где коэффициенты h > 0, p0j > 0, s0j > 0, а kj удовлетворяет неравенствам

k1 > 0, k2 >  - 2(m2r2 +m30l2)g sin q
0
2, k3 >  - 2m30gr3 sin q

0
3.

Выберем функционал Ляпунова в виде

V ( \.x(t), xt) =
1

2
( \.q(t))

\prime 
A(1)(q(t)) \.q(t)+

+(m2r2 +m30l2)g sin q
0
2(1 - cosx2) +m30gr3(1 - cosx3)+

+2k1

\biggl( 
1 - cos

x1(t)

2

\biggr) 
+ 2k2

\biggl( 
1 - cos

x2(t)

2

\biggr) 
+ 2k3

\biggl( 
1 - cos

x3(t)

2

\biggr) 
+

+2

\int t

t - h
p01e

s01(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q1(t)

2
 - sin

q1(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau +

+2

\int t

t - h
p02e

s02(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q2(t)

2
 - sin

q2(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau +

+2

\int t

t - h
p03e

s03(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q3(t)

2
 - sin

q3(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau .

Несложно видеть, что для этого функционала имеет место оценка

a1(| | \.q(t)| | ) + a2(| | q(t) - q0| | ) \leq V \leq a3(| | | \.qt| | | + | | | (q + q0)t| | | ),

где | | | qt| | | = sup(q(t+ \tau ), - h \leq \tau \leq 0).
Для полной производной этого функционала в силу уравнений (1) с учетом (3) - (4)

находим

\.V =  - 2

\int t

t - h
p01s

0
1e

s01(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q1(t)

2
 - sin

q1(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau +

+

\int t

t - h
p02s

0
2e

s02(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q2(t)

2
 - sin

q2(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau +

+

\int t

t - h
p03s

0
3e

s03(\tau  - t)
\biggl( 
sin

q3(t)

2
 - sin

q3(\tau )

2

\biggr) 2

d\tau .
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Множество \{ \.V = 0\} состоит из движений q(\tau ) = q(t), t  - h \leq \tau \leq t, или q(t) =
const. Из уравнений движения находим, что для таких движений должны удовлетворяться
соотношения

sin
x1(t)

2
\equiv 0, sin

x2(t)

2
\equiv 0, sin

x3(t)

2
\equiv 0.

Согласно теореме из [9] равномерную асимптотическую устойчивость программного по-
ложения (2).

В соответствии с теоремой о предельном поведении решений [10] каждое возмущенное
движение системы будет при t \rightarrow +\infty неограниченно приближается к положению

\.qk(t) = 0, sin
qk(t) - qk0

2
\equiv 0,

или

\.qk(t) \equiv 0, qk(t) = 2\pi k + qk0, k = 1, 2, 3.

Тем самым, можно утверждать о глобальной стабилизации заданного программного
положения (2).

Координата q1, определяющая вращение манипулятора вокруг вертикальной оси явля-
ется циклической.

Введем соответствующий циклический импульс

(J0 +m2r
2
2 sin

2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)
2) \.q1 = v1

и функцию Рауса

R = T  - \.q1v1 =
1

2
(m2r

2
2 +m3l

2
2) \.q

2
2 +

1

2
m30l2r3 cos(q2  - q1) \.q2 \.q3 +

1

2
m30r

2
3 \.q

2
3 - 

 - 1

2

v21
J0 +m2r22 sin

2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)2
\equiv R2 +R0.

Уравнение движения системы в форме Рауса может быть записано в виде

(m2r
2
2 +m3l

2
3)\"q2 +

1

2
m30l2r3 cos(q2  - q1)\"q3 +

1

2
m30l2r3 sin(q2  - q1) \.q

2
3 - 

 - v21(m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)l2 +m2r
2
2 sin q2) cos q2

(J0 +m2r22 sin
2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)2)2

+ (m2r2 +m30l2)g sin q2 = Q2,

1

2
m30l2r3 cos(q2  - q1)\"q2 +m30r

2
2\"q3  - 

1

2
m30l2r3 sin(q2  - q3) \.q

2
2 - 

 - v21m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)r3 cos q3

(J0 +m2r22 sin
2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)2)2

+m30gr3 sin q3 = Q3,

dq1
dt

=
v1

J0 +m2r22 sin
2 q2 +m30(l2 sin q2 + r3 sin q3)2

,

dv1
dt

= Q1.

Система может совершать стационарное вращательное движение вида

\.q2 = 0, q2 = q02 = const, \.q3 = 0, q3 = q03 = const,

v1 = v01 = const, \.q1 = \.q01 =
v01

(J0 +m2r22 sin
2 q02 +m30(l2 sin q02 + r3 sin q03)

2)
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под действием моментов

Q1 = 0, Q2 = Q0
2 =

1

2
m30l2r3 sin(q

0
2  - q01)( \.q

0
3)

2 - 

 - v21(m30(l2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q02+r3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q03)l2+m2r22 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q02) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} q
0
2

(J0+m2r22 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 q02+m30(l2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q02+r3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} q03)
2)2

+ (m2r2 +m30l2)g sin q
0
2,

Q3 = Q0
3 =  - 1

2
m30l2r3 sin(q

0
2  - q03)( \.q

0
2)

2 - 

 - v21m30(l2 sin q
0
2 + r3 sin q

0
3)r3 cos q

0
3

(J0 +m2r22 sin
2 q02 +m30(l2 sin q02 + r3 sin q03)

2)2
+m30gr3 sin q

0
3.

Аналогично предыдущим выкладкам можно найти, что это стационарное движение
будет устойчиво, асимптотически устойчиво по \.q2, \.q3, q2 - q02, q3 - q03 под действием стабили-
зирующих моментов

Q1 = 0, Q1
2 = Q2  - Q0

2 =  - k02x2(t) - 
\int t

t - h
p02e

s02(\tau  - t)(x2(t) - x2(\tau ))d\tau ,

Q1
3 = Q3  - Q0

3 =  - k03x3(t) - 
\int t

t - h
p03e

s03(\tau  - t)(x3(t) - x3(\tau ))d\tau ,

где постоянные p02, p
0
3, s2, s

0
3 > 0, а k02 и k03 удовлетворяют неравенствам

k2 + (m2r2 +m30l2)g cos q
0
2  - 

\partial 2R0

\partial q22

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
q2=q02

= \mu 2 > 0,

k3 +m30gr2 cos q
0
3  - 

\partial 2R0

\partial q23

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
q2=q02 , q3=q03

= \mu 3 > 0,

\mu 2\mu 3  - 
\Biggl( 

\partial 2R0

\partial q2\partial q3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
q2=q02 , q3=q03

\right)  2

> 0.

Рис. 2. Зависимость угла поворота первого звена от времени при управлении (4)

На рисунках 2–4 представлены результаты численного моделирования в задаче о ста-
билизации положения q10 = 0 рад, q20 = 0 рад, q30 = 2\pi рад при следующих значениях
параметров манипулятора

m2 = 15 кг, m3 = 2, 5 кг, m0 = 2 кг, l2 = 1 м, r2 = 0, 5 м, r3 = 0, 5 м,

J01 = 0, 1 кг \cdot м2.
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Рис. 3. Зависимость угла поворота второго звена от времени при управлении (4)

Рис. 4. Зависимость угла поворота третьего звена от времени при управлении (4)

Заключение

Полученные в работе результаты позволяют теоретически обосновать процесс управле-
ния движением трехзвенного пространственного манипулятора с измерением только угло-
вых координат его звеньев (без измерения угловых скоростей).
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On the control problem for three-link manipulator

A.S. Andreev, D.S. Makarov

Ulyanovsk State University

Abstract: The new controller without velocities measurement for mechanical systems
is presented in this article. Application of this controller is considered on the example
of position stabilization of mechanical system such as three-link manipulator. The
results of computer modeling are presented.
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