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Аннотация: В работе рассмотрен процесс дифракции электромагнитной волны
на границе раздела вакуум-металл-нелинейная плёнка - полупроводник с возбуж-
дением поверхностной волны. В рамках теории развит модовый метод расчета
процесса взаимодействия излучения со структурой, позволяющий рассчитывать
для фиксированного потока энергии возмущения потоки энергий возникающих
в процессах дифракции.
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1. Процессы перераспределения энергии в результате дифракции электромагнитного
излучения в диэлектрических средах представляют собой одну из важнейших задач ин-
тегральной оптики. По сравнению с процессами распространения электромагнитного из-
лучения вдоль многослойных структур с параллельными (или коаксиальными) границами
раздела, которые хорошо изучены и систематизированы к настоящему времени [1,2], ди-
фракционные задачи изучены гораздо слабее. Основная проблема заключается в больших
математических сложностях, связанных с решением уравнений Максвелла в средах, где
границы раздела между средами суть не параллельные плоскости. Условия непрерывности
в совокупности с уравнениями Максвелла для таких задач связаны с решением сложных
интегро-дифференциальных уравнений [3], которые имеют аналитическое решение толь-
ко для определенных геометрий [4]. Привлекательность планарной геометрии объясняется,
во-первых, относительной простотой возникающих здесь теоретических моделей распро-
странения электромагнитного излучения вдоль таких структур, во-вторых, фундаменталь-
ность получаемых здесь результатов позволяет обобщить их с теми или уточнениями на
более сложные модели структур, и, в-третьих, планарная геометрия в достаточной степени
близка к действительности. В работе [5] был развит модовый метод исследования задач ди-
фракции электромагнитного излучения на диэлектрическом барьере, где границы раздела
между средами описываются параллельными или перпендикулярными плоскостями. Ос-
новным достоинством этого метода является сведение интегральных дифракционных урав-
нений к системе алгебраических, которые дают информацию, как о поверхностных, так и
объемных полях, возбуждаемых в структуре. В работе [6] этот метод был использован для
расчета процессов отражения поверхностной волны от вертикального диэлектрического ба-
рьера. В данной работе этот метод использован для расчета процесса отражения гауссова
пучка от вертикального диэлектрического барьера. Последний представляет собой четыре,
разделенные плоскостями x = 0, z = 0 и z = d области, характеризующиеся диэлектри-
ческими проницаемостями \varepsilon 1 - вакуум, \varepsilon 2 (\omega ) - металл, \varepsilon 3 (\omega , x) - нелинейная тонкая по-
лупроводниковая пленка, \varepsilon 4 - полупроводник, с возбуждением поверхностных и объемных
электромагнитных полей (Рис. 1). Перечислим основные виды излучения при дифракции.
Так как среда при x < 0не обладает волноведущим эффектом для поляритона, то там будет
присутствовать только объемное отраженное излучение. При x > 0 это, прежде всего мода
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поверхностного поляритона [7] распространяющегося вдоль оси x (при нормальном падении
пучка поток поверхностной волны вдоль оси z будет отсутствовать) и объемное прошедшее
излучение. Как отраженное, так и прошедшее объемные поля представляются по модам
излучения. Поэтому исследование процесса дифракции подразумевает анализ нескольких
моментов: исследование собственных мод при x < 0 и x > 0, разложение дифрагирован-
ного излучения по собственным модам и сшивание этих полей при x = 0 для нахождения
соответствующих амплитуд.

Рис. 1. Процесс дифракции при нормальном падении электромагнитной волны на диэлектрический
барьер. Пояснения в тексте.

Уравнения Максвелла

i\omega \~\bfH = crot\~\bfE ; i\omega \varepsilon i (\omega ) \~\bfE =  - crot\~\bfH (1)

в декартовой системе координат (рис. 1) в совокупности с гармоническим характером рас-
пространения каждой моды вдоль оси x[8]:\Bigl\{ 

\~\bfH (x, z), \~\bfE (x, z)
\Bigr\} 
= \{ \bfH (z),\bfE (z)\} exp (ikxx) (2)

связывают компоненты мод TM — поляризованного излучения (Ex, Ez, Hy) следующим
образом:

\~Ex(x, z) =
ic

\omega \varepsilon i

\partial Hy

\partial z
\~Ez(x, z) =

ic

\omega \varepsilon i

\partial Hy

\partial x
(3)

Ex(z) =
ic

\omega \varepsilon i

dHy

dz
Ez(z) =  - c

\omega \varepsilon i
kxHy(z) (4)

что легко получить из (1), учитывая планарность задачи. Огибающие моды H(z), E(z),
а также волновое число kx определяются из волнового уравнения и граничных условий.
Волновое уравнение вытекает из (1) и дает зависимость поля Hy(z) для каждой из сред на
рис. 1:

d2Hy

dz2
+

\biggl[ 
\omega 2

c2
\varepsilon i  - k2x

\biggr] 
Hy = 0 (5)

с граничными условиями

Hy(z =  - 0) = Hy(z = +0), Ex(z =  - 0) = Ex(z = +0) (6)
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Hy(z = d - ) = Hy(z = d+), Ex(z = d - ) = Ex(z = d+)

которые полностью определяют структуру каждой моды при x < 0 и x > 0.
2. Как нетрудно убедиться решение уравнения (5) при x < 0 имеет вид.

H1y(z) = B1 exp (i\beta z) +B2 exp ( - i\beta z) (7)

E1z(z) =  - ck
(1)
x

\omega \varepsilon 1
[B1 exp (i\beta z) +B2 exp ( - i\beta z)] (8)

где \beta — поперечное волновое число, для которого

\beta 2 +
\Bigl( 
k(1)x

\Bigr) 2
= k20\varepsilon 1 (9)

k0 = \omega /c = 2\pi /\lambda – волновое число в вакууме, \lambda — длина волны падающего излучения.
Два волновых числа \beta и kx определяются из одного уравнения. Это означает, что одно

из них можно принять независимым. Пусть это будет \beta . Очевидно, что набор функций (4)
будет полным, если мы переберем все возможные \beta . Видно, что в средах 1 и 3 будет по
две гармоники (такое излучение будем называть вырожденным и для определенности обо-
значим их + и - гармониками) и соответственно две неопределенные константы для одного
значения kx. Поэтому определение связи между двумя свободными коэффициентами оста-
ется произвольным. Этот произвол устраняется наложением на собственные моды условий
ортогональности и нормировки:\int \infty 

 - \infty 
E\beta \pm 

1z H\beta \mp \prime 

1z dz = 0 и
\int \infty 

 - \infty 
E\beta \pm 

1z H\beta \pm \prime 

1y dz =  - c

\omega 
k(1)
x \delta 

\bigl( 
\beta  - \beta \prime \bigr) (10)

Найдем коэффициенты B1 и B2. Подставив в условие нормировки значения электриче-
ского и магнитного полей получим:

B1 = B\ast 
2 =

1

2

\sqrt{} 
\varepsilon 1
2\pi 

(1\pm i) (11)

Таким образом, в среде 1 магнитное поле будет

H\beta \pm 

1y (z) =
1

2
B1\beta [(1\mp i) exp ( - i\beta z) + (1\pm i) exp (i\beta z)] (12)

где B1\beta = (\varepsilon 1/2\pi )
1/2 — нормировочная постоянная.

Учитывая вышеизложенное, запишем падающее и отраженное излучение в виде

\~H i
1y(x, z) =

\int \infty 

0

\Bigl[ 
I+\beta H\beta +

1y + I - \beta H\beta  - 

1y

\Bigr] 
exp

\Bigl( 
ik(1)x x

\Bigr) 
d\beta (13)

\~Hr
1y(x, z) =

\int \infty 

0

\Bigl[ 
R+

\beta H
\beta +

1y +R - 
\beta H

\beta  - 

1y

\Bigr] 
exp

\Bigl( 
 - ik(1)x x

\Bigr) 
d\beta (14)

где I\pm \beta и R\pm 
\beta — амплитуды падающей и отраженной волн.

Падающее излучение можно определить из предпоследнего уравнения. Для этого пред-
ставим магнитное поле как \~H(x, z) = G(z) exp( - ikxx), где G(z) = C0

\big/ \bigl( 
1 + z2

\big/ 
W 2

0

\bigr) 
, а C0и

W0 – параметры пучка. С учетом вышесказанного, умножим (13) сначала на E\beta +

1z (z), затем
на E\beta  - 

1z (z) и по-очереди проинтегрируем по z. Принимая во внимание условия ортогональ-
ности и нормировки (10), получим:\int \infty 

 - \infty 
G(z)E\beta \pm 

1z dz =  - c

\omega 
k(1)x I\pm \beta (15)
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Интегрирование последнего выражения дает:

I+\beta = I - \beta \equiv I\beta = C0W0

\sqrt{} 
\pi 

2\varepsilon 1
exp ( - \beta W0) (16)

Запишем выражения для потоков мощности падающего и отраженного излучений. Они
будут определяться векторами Пойтинга

Px =
c

8\pi 
Re

\biggl\{ \int \infty 

 - \infty 

\Bigl[ 
\~\bfE 1z

\~\bfH \ast 
1y

\Bigr] 
x
dz

\biggr\} 
(17)

Учет условий нормировки приводит к тому, что потоки будут зависеть только от ам-
плитуд:

P i
x =

c2

4\pi \omega 

\int \infty 

0
I\beta I

\ast 
\beta k

(1)
x d\beta =

A

8\pi 

1
\surd 
\varepsilon 1

C2
0W0

\pi 

2
(18)

PR
x =

c2

8\pi \omega 

\int \infty 

0
(R+

\beta R
+\ast 
\beta +R - 

\beta R
 - \ast 
\beta )k(1)x d\beta (19)

При x > 0 решение уравнения (5) можно представить как

H\beta 
2y(z) =

\left\{     D1 exp( - i\beta z) +D2 exp(i\beta z)

D3 exp( - \rho z)

z > 0

z < 0

(20)

E\beta 
2z(z) =  - c

\omega 
k(2)x

\left\{     
1
\varepsilon 3

[D1 exp( - i\beta z) +D2 exp(i\beta z)]

1
\varepsilon 2
D3 exp( - \rho z)

z > 0

z < 0

(21)

где \beta и \rho — поперечные волновые числа, связанные в каждой из сред уравнениями

\beta 2 +
\Bigl( 
k(2)x

\Bigr) 2
= k20\varepsilon 3  - \rho 2 +

\Bigl( 
k(2)x

\Bigr) 2
= k20\varepsilon 2 (22)

Теперь мы имеем две комлексно-сопряженные гармоники в среде 3 и одну гармонику
в среде 2. Всего получается три гармоники и, соответственно три неопределенные констан-
ты, которые находятся из граничных условий. Эти граничные условия и соответствующие
условия нормировки в конечном итоге приводят к трем уравнениям для трех неизвестных:

Решая полученную систему, получаем:

D3 = D2\beta , D1 = D\ast 
2 =

1

2
D2\beta 

\biggl( 
1 + i

\rho 

\beta 

\varepsilon 3
\varepsilon 2

\biggr) 
(23)

где D2\beta =

\sqrt{} 
(\varepsilon 2\beta )

2\varepsilon 3
\pi [(\varepsilon 2\beta )2+(\varepsilon 3\rho )

2]
- нормировочная постоянная.

Таким образом, для магнитного поля справедливо:

H\beta 
2y(z) =

1

2
D2\beta 

\left\{     
\Bigl( 
1 - i \varepsilon 3\varepsilon 2

\rho 
\beta 

\Bigr) 
exp( - i\beta z) +

\Bigl( 
1 + i \varepsilon 3\varepsilon 2

\rho 
\beta 

\Bigr) 
exp(i\beta z)

2 exp( - \rho z)

z > 0

z < 0

(24)

Представим собственные моды поверхностной волны как

H\tau 
2y(z) =

\left\{     S1 exp( - k1z)

S2 exp(k2z)

z > 0

z < 0

(25)
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E\tau 
2z(z) =  - c

\omega 
ks

\left\{     
S1
\varepsilon 3

exp( - k1z)

S2
\varepsilon 2

exp(k2z)

z > 0

z < 0

(26)

где k1 и k2 — поперечные волновые числа, а ks — продольное, которые связаны друг с
другом соотношениями:

k1 =

\sqrt{} 
ks  - 

\omega 2

c2
\varepsilon 3k2 =

\sqrt{} 
ks +

\omega 2

c2
| \varepsilon 2| (27)

Условие нормировки для поверхностной волны\int \infty 

 - \infty 
E\tau 

2zH
\tau \ast 
2Cdz =  - A

\omega 
ks (28)

приводит нас к следующим значениям для неизвестных коэффициентов

S1 = S2 = S2\tau =

\biggl[ 
1

2k2\varepsilon 2
+

1

2k1\varepsilon 3

\biggr]  - 1/2

(29)

То есть, для магнитного и электрического полей получаем

H\tau 
2y(z) = S2\tau 

\left\{     exp( - k1z)

exp(k2z)

z > 0

z < 0

(30)

E\tau 
2z(z) =  - c

\omega 
S2\tau 

\left\{     
1
\varepsilon 3

exp( - k1z)

1
\varepsilon 2

exp(k2z)

z > 0

z < 0

(31)

Аналогичные соотношения получаются для границ сред с диэлектрическими проница-
емостями \varepsilon 3 (\omega , x) и \varepsilon 4.

Учитывая вышесказанное, прошедшая волна представляется как

\~Ht
2y(x, z) = TH\tau 

2y exp (iksx) +

\int \infty 

0

\Bigl[ 
T\beta H

\beta 
2y

\Bigr] 
d\beta exp

\Bigl( 
ik(2)x x

\Bigr) 
(32)

где T\beta и T – соответственно амплитуды объемного излучения и поверхностной волны.
По аналогии с (12) и (13) запишем выражение для прошедшего потока

P T
x =

c2

8\pi \omega 

\biggl[ 
TT \ast ks +

\int \infty 

0
T\beta T

\ast 
\beta k

(2)
x d\beta 

\biggr] 
(33)

3. Приступим к следующему этапу — «сшивания» уравнений (13), (14) и (32) при x = 0
(условие непрерывности).

Данные уравнения для магнитных и электрических полей:\int \infty 

0

\Bigl[ \Bigl( 
I\beta +R+

\beta 

\Bigr) 
H\beta +

1y +
\Bigl( 
I\beta +R - 

\beta 

\Bigr) 
H\beta  - 

1y

\Bigr] 
d\beta = TH\tau 

2y +

\int \infty 

0
T\beta H

\beta 
2yd\beta (34)

\int \infty 

0

\Bigl[ \Bigl( 
I\beta  - R+

\beta 

\Bigr) 
E\beta +

1z +
\Bigl( 
I\beta  - R - 

\beta 

\Bigr) 
E\beta  - 

1z

\Bigr] 
d\beta = TE\tau 

2z +

\int \infty 

0
T\beta E

\beta 
2zd\beta (35)

Умножим (34) на E\beta \pm \prime 

1z и проинтегрируем по z в пределах ( - \infty ;\infty ). Учитывая условия
ортогональности, а также свойство \delta - функции получим

 - c

\omega 
k(1)x

\Bigl( 
I\beta +R\pm 

\beta 

\Bigr) 
= T

\int \infty 

 - \infty 
E\beta \pm \prime 

1z H\tau 
2ydz +

\int \infty 

0
T\beta 

\int \infty 

 - \infty 
E\beta \pm \prime 

1z H\beta 
2ydzd\beta (36)

228



XIII Международная научная конференция ”Дифференциальные уравнения и их приложения
в математическом моделировании”, Саранск, 12-16 июля 2017.

XIII International scientific conference ”Differential equations and their applications
in mathematical modeling”, Saransk, July 12-16, 2017.

Теперь проделаем ту же операцию с (35), только умножать уже будем сначала на H\beta \prime 

2y,
а во второй раз на H\tau 

2y и, учитывая условия ортогональности, получим еще два уравнения:

 - c

\omega 
k(2)x T\beta =

\int \infty 

0

\biggl[ \Bigl( 
I\beta  - R+

\beta 

\Bigr) \int \infty 

 - \infty 
H\beta \prime 

2yE
\beta +

1z dz +
\Bigl( 
I\beta  - R - 

\beta 

\Bigr) \int \infty 

 - \infty 
H\beta \prime 

2yE
\beta  - 

1z

\biggr] 
d\beta (37)

 - c

\omega 
ksT =

\int \infty 

0

\biggl[ \Bigl( 
I\beta  - R+

\beta 

\Bigr) \int \infty 

 - \infty 
H\tau 

2yE
\beta +

1z dz +
\Bigl( 
I\beta  - R - 

\beta 

\Bigr) \int \infty 

 - \infty 
H\tau 

2yE
\beta  - 

1z

\biggr] 
d\beta (38)

Вычисление интегралов в (37), (38) не вызывает трудностей\int \infty 

 - \infty 
H\beta \prime 

2yE
\beta \pm 

1z dz =  - k(1)x

c

\omega 

\Bigl\{ 
H\beta \prime 

2y, E
\beta \pm 

1z

\Bigr\} 
\delta (\beta  - \beta \prime ), (39)

где
\Bigl\{ 
H\beta 

2y, E
\beta \pm 

1z

\Bigr\} 
= B1\beta D2\beta 

\pi 
2\varepsilon 1

\Bigl[ 
1\pm \varepsilon 3

\varepsilon 2
\rho 
\beta 

\Bigr] 
\int \infty 

 - \infty 
E\beta \pm 

1z H\tau 
2ydz =  - c

\omega 
k(1)x

\Bigl\{ 
E\beta \pm 

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
, (40)

где
\Bigl\{ 
E\beta \pm 

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
= B1\beta S2\tau 

1
\varepsilon 1

\Bigl( 
k2\pm \beta 
k22+\beta 2 + k1\mp \beta 

k21+\beta 2

\Bigr) 
.

Решение системы (36-38) есть:

T\beta = I\beta T
\prime  - TT \prime \prime R\pm 

\beta = I\beta R
\prime 
\pm  - TR\prime \prime 

\pm (41)

T =

\int \infty 
0 k

(1)
x I\beta 

\Bigl[ \bigl( 
1 - R\prime 

+

\bigr) \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
+
\bigl( 
1 - R\prime 

 - 
\bigr) \Bigl\{ 

E\beta  - 

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} \Bigr] 
d\beta 

ks +
\int \infty 
0 k

(1)
x

\Bigl[ \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
R\prime \prime 

+ +
\Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
R\prime \prime 

 - 

\Bigr] 
d\beta 

где введены обозначения:

T \prime =
2k

(1)
x

\Bigl[ \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} 
+
\Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} \Bigr] 
k
(2)
x + k

(1)
x

\biggl[ \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} 2
+
\Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} 2
\biggr] (42)

T \prime \prime =
k
(1)
x

\Bigl[ \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} 
+
\Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} \Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\tau 
2y

\Bigr\} \Bigr] 
k
(2)
x + k

(1)
x

\biggl[ \Bigl\{ 
E\beta +

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} 2
+
\Bigl\{ 
E\beta  - 

1z , H\beta 
2y

\Bigr\} 2
\biggr] (43)

Результаты численных вычислений соответствующих потоков в зависимости от величин
диэлектрических проницаемостей представлены в таблице 1.

Таблица 1.

\varepsilon 1
\varepsilon 2 \varepsilon 3 PR P T P sp

1 -20 1 0.45 0.45 0.1

1 -50 5 0.63 0.32 0.05

1 -100 10 0.78 0.19 0.03

1 -1000 15 0.85 0.10 0.05
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Peculiarities of solving the integridifferential Maxwell
equations and excitation of the surface polariton on the

planar structure

A.S. Safoshkin1, A.B. Dubois1, K.V. Bukhensky1, S.I. Kucheryavyy2, G.S. Lukyanova1,
A.A. Strelnikov1, A.S. Lachugin1

Ryazan State Radioengineering University1, Atomic Energy of National Research
Nuclear University of Moscow Engineer-Physics University2

Abstract: The paper deals with the diffraction of an electromagnetic wave at the
vacuum-metal-nonlinear film-semiconductor interface with the excitation of a surface
wave. Within the framework of the theory, the mode method for calculating the
interaction of radiation with a structure is developed, which makes it possible to
calculate the energy fluxes arising in diffraction processes for a fixed energy flux of
the perturbation.

Keywords: Mathematical model, electromagnetic wave, diffraction process
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