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Аннотация: Построено решение граничной задачи с нелокальным 

условием для уравнения Лапласа в прямоугольной области. 

Доказывается теорема решения задачи при помощи метода 

спектрального анализа. Решение задачи представлено в виде суммы 

биортогонального ряда. 
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Рассмотрим уравнение Лапласа  

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0  (1) 

в прямоугольной области 𝑄 = {(𝑥, 𝑦) |  0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 𝑇} и для нее поставим 

следующую задачу. 

Задача. Найти в области 𝑄 функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющую следующим 

условиям: 

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝑄̅) ∪ 𝐶2(𝑄), (2) 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(1, 𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, (3) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑇) = 𝜑(𝑥). (4) 

где 𝜏(𝑥), 𝜑(𝑥) – заданные достаточно гладкие функции, причем 𝜏(0) = 𝜏(1), 𝜏′(0) = 0, 

𝜑(0) = 𝜑(1), 𝜑′(0) = 0. 

Опираясь на работы [1]-[3], докажем теоремы единственности и существования 

решения нелокальной задачи. 

Теорема. Если существует решение задачи (2) – (4), то оно единственно. 

Доказательство. Пусть u(x, y) – решение задачи (2) – (4). Воспользуемся системами  

функций [3]: 

{cos(2𝜋𝑛𝑥)}𝑛=1
∞ , 1, {𝑥 sin(2𝜋𝑛𝑥)}𝑛=1

∞ , (5) 

{4(1 − 𝑥) cos(2𝜋𝑛𝑥)}𝑛=1
∞ , 2(1 − 𝑥), {4 sin(2𝜋𝑛𝑥)}𝑛=1

∞ , (6) 

и рассмотрим функции 

𝑢𝑛(𝑦) = 4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑥) cos(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

, 𝑛 = 1, 2, … , (7) 

𝑢0(𝑦) = 2 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

, (8) 
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𝑣𝑛(𝑦) = 4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

, 𝑛 = 1, 2, … . (9) 

Продифференцируем дважды (9) по переменной 𝑦 под знаком интеграла, учитывая 

уравнение (1), получим 

𝑣𝑛
′′(𝑦) = −4 ∫ 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

. (10) 

Проинтегрируем по частям 2 раза полученный интеграл 

𝑣𝑛
′′(𝑦) = (2𝜋𝑛)2 ∙ 4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

 
 

⇒  𝑣𝑛
′′(𝑦) = (2𝜋𝑛)2 ∙ 𝑣𝑛(𝑦). 

Отсюда заключаем, что 𝑣𝑛(𝑦) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

𝑣𝑛
′′(𝑦) − (2𝜋𝑛)2𝑣𝑛(𝑦) = 0. Общее решение последнего уравнения принимает вид 

𝑣𝑛(𝑦) = 𝑎𝑛𝑒2𝜋𝑛𝑦 + 𝑏𝑛𝑒−2𝜋𝑛𝑦. (11) 

В силу условий (4) получим граничные условия 

𝑣𝑛(0) = 4 ∫ 𝑢(𝑥, 0) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 4 ∫ 𝜏(𝑥) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 𝜏𝑛, (12) 

𝑣𝑛(𝑇) = 4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑇) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 4 ∫ 𝜑(𝑥) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 𝜑𝑛. (13) 

Удовлетворяя общее решение (11) граничным условиям (12) и (13), найдем 

неизвестные постоянные 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛. 

𝑎𝑛 =
𝑊1

𝑊
=

𝜏𝑛𝑒−2𝜋𝑛𝑇 − 𝜑𝑛

−2 sh 2𝜋𝑛𝑇
, 𝑏𝑛 =

𝑊2

𝑊
=

𝜑𝑛 − 𝜏𝑛𝑒2𝜋𝑛𝑇 

−2 sh 2𝜋𝑛𝑇
. (14) 

Тогда общее решение (11), с учетом (14), примет вид 

𝑣𝑛(𝑦) = 𝜑𝑛

sh 2𝜋𝑛𝑦

sh 2𝜋𝑛𝑇
+ 𝜏𝑛

sh 2𝜋𝑛(𝑇 − 𝑦)

sh 2𝜋𝑛𝑇
.  (15) 

Найдем теперь 𝑢0(𝑦). Дифференцируя (7) дважды по 𝑦 и учитывая уравнение (1) 

имеем 

𝑢0
′′(𝑦) = −2 ∫ 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

. 

Интегрируя по частям полученный интеграл и, удовлетворяя граничным условиям 

(3), получим следующую граничную задачу, решением которого будет функция  

𝑢0(𝑦): 

𝑢0
′′(𝑦) = 0, (16) 

𝑢0(0) = 2 ∫ 𝑢(𝑥, 0)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 2 ∫ 𝜏(𝑥)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 𝜏𝑜, (17) 

𝑢0(𝑇) = 2 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑇)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 2 ∫ 𝜑(𝑥)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 𝜑0. (18) 

Общее решение уравнения (16) единственно и имеет вид 

𝑢0(𝑦) = 𝜏0 +
𝜑0 − 𝜏0

𝑇
𝑦. (19) 

Аналогично получаем граничную задачу для 𝑢𝑛(𝑦): 
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𝑢𝑛
′′(𝑦) − (2𝜋𝑛)2𝑢𝑛(𝑦) = −4𝜋𝑛 ∙ 𝑣𝑛(𝑦) (20) 

с граничными условиями 

𝑢𝑛(0) = 4 ∫ 𝜏(𝑥)(1 − 𝑥) cos(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 𝜏1𝑛, (21) 

𝑢𝑛(𝑇) = 4 ∫ 𝜑(𝑥)(1 − 𝑥) cos(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 𝜑1𝑛. (22) 

Решение задачи (20) - (22) существует, единственно, и с учетом (15) оно представимо 

в виде  

𝑢𝑛(𝑦) = (𝜑1𝑛 − 𝑤𝑛(𝑇))
sh 2𝜋𝑛𝑦

sh 2𝜋𝑛𝑇
+ 𝜏1𝑛

sh 2𝜋𝑛(𝑇 − 𝑦)

sh 2𝜋𝑛𝑇
+ 𝑤𝑛(𝑦). (23) 

где 

𝑤𝑛(𝑦) =
𝜑𝑛

sh(2𝜋𝑛𝑇)
(

1

2𝜋𝑛
sh 2𝜋𝑛𝑦 − 𝑦 ch 2𝜋𝑛𝑦) +  

+
𝜏𝑛

sh 2𝜋𝑛𝑇
(𝑦 ∙ ch 2𝜋𝑛(𝑇 − 𝑦) +

1

4𝜋𝑛
sh 2𝜋𝑛(𝑇 − 𝑦) −  

−
1

4𝜋𝑛
sh 2𝜋𝑛(𝑦 + 𝑇)). (24) 

Из формул (15), (19) и (23) следует единственность решения задачи (2) – (4), так как 

если 𝜏(𝑥) ≡ 0, 𝜑(𝑥) ≡ 0 на [0, 1], то 𝑢𝑛(𝑦) ≡ 0, 𝑢0(𝑦) ≡ 0, 𝑣𝑛(𝑦) ≡ 0 для 𝑛 = 1, 2, … на 

[0, 𝑇]. Тогда из (6) – (8) имеем 

4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑥) cos(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 0, 𝑛 = 1, 2, … , 

2 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦)(1 − 𝑥)𝑑𝑥

1

0

= 0, 4 ∫ 𝑢(𝑥, 𝑦) sin(2𝜋𝑛𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= 0, 𝑛 = 1, 2, … . 

Отсюда в силу полноты системы (6) в пространстве 𝐿2[0, 1] следует, что функция 

𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в области 𝑄̅. Теорема доказана. 

Единственное решение задачи (2) – (4) для уравнения (1) можно представить в виде 

суммы ряда 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0 + ∑ 𝑢𝑛(𝑦) cos 2𝜋𝑛𝑥 

∞

𝑛=1

+ ∑ 𝑣𝑛(𝑦)𝑥 sin 2𝜋𝑛𝑥

∞

𝑛=1

, (25) 

где функции 𝑢0(𝑦), 𝑢𝑛(𝑦), 𝑣𝑛(𝑦) определяются по формулам (19), (23), (15) 

соответственно.  
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Solving the non-local boundary value problem for 

Laplace equations 
 

Yu.F. Nurgalieva 1, Yu.K. Sabitova 1 

 

Sterlitamak branch of Bashkir State University 1 

 

Abstract: A solution of the boundary value problem with a nonlocal 

condition for the Laplace equation in a rectangular domain is 

constructed. Theory of the problem is proved by using the method of 

spectral analysis. The solution of the problem is represented as the sum 

of a biorthogonal series. 

 

Keywords: nonlocal condition, Laplace equation, boundary value problem, 

spectral analysis. 
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