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Аннотация: Статья посвящена разработке алгоритма для решения 

обратной задачи поиска оптимального управления динамической 

системой в  условиях внешних аддитивных шумов и неполной 

информации относительно значений управляющих параметров. 

Приводится пошаговый алгоритм решения задачи. Эффективность 

алгоритма доказана численными экспериментами. 
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1. Введение 

 

В настоящее время основой для конструирования сложных технических 

систем, к каковым безусловно относятся и авиационные конструкции,  является 

математическое и компьютерное моделирование [1-2]. Прямые задачи для расчета 

прочностных, летных, динамических и других характеристик авиационных 

конструкций широко описаны в литературе, методы их решения известны [3-5]. 

Решение обратных задач в авиастроении связано в первую очередь с расчетом 

прочностных характеристик авиационных конструкций [6-7] и задач теплообмена 

[8]. К обратным задачам относятся также задачи управления режимами работы 

авиационных двигателей [9-10]. В условиях реальной эксплуатации в силу 

неравномерности горения топлива двигатель подвергается воздействию случайных 

возмущений в виде Гауссовых белых шумов. Кроме того, на этапе стендовых 

испытаний не все обратные связи системы могут быть точно известны. Таким 

образом, прямые задачи данного типа описываются системами стохастических 

дифференциальных уравнений с неизвестными параметрами и с аддитивными 

белыми шумами в правой части.  

Для подобных математических моделей решение обратной задачи 

относительно параметров управления затрудняется необходимостью оценивать 

неизвестные параметры, что в реальных условиях возможно реализовать путем 

измерения фазовых характеристик системы [11].  
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2. Постановка задачи 

 

Пусть исходная линейная динамическая система описывается системой 

дифференциальных уравнений: 

;)(

);(      

00

10

xtx

tttAbxx
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    (1) 

Здесь t- время,  10 ,tt - интервал измерений,   nxxx ,...,1  - вектор состояния 

системы (1) с компонентами )(txx ii  ;  
n

xxx 000 ,...,
1

 - заданный вектор начальных 

значений вектора состояния, 
nxsij taA )(  - матрицf заданных функций )(taij ; b=(b1,… 

bs), - вектор  параметров системы. 

Необходимо рассчитать такие значения параметров  b системы (1), чтобы 

фазовые координаты   nxxx ,...,1  в результате решения прямой  задачи 

минимально отличались от некоторого заданного эталонного состояния    nxxx ,...1

, )(11 txx   .  

Под действием случайных возмущений система (1) преобразуется в 

стохастическую: 
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Здесь  n ,...,1  - вектор-столбец случайных некоррелированных шумов  

)(tii  , воздействующих на систему, с нулевыми математическими ожиданиями 

и заданной автокорреляционной матрицей 
nxnij

ttKttK ),(),(   , ),...,(
00

1

0

n  - 

вектор случайных начальных состояний с математическим ожиданием 0x  и  

заданной корреляционной матрицей 0K .   

Таким образом необходимо разработать вычислительную процедуру решения 

обратной задачи для стохастической системы (2) относительно параметров b. 

Процедуру решения организуем в виде итерационного поэтапного процесса.  

Математическая постановка обратной задачи может быть сформулирована как 

задача безусловной оптимизации следующего вида: 

min)()(
1

0

 
 dtxxГxxJ k
t

t

Tk     (3) 

Где xk – фазовое состояние системы на k-том этапе решения, Г-симметричная 

матрица положительных коэффициентов.  

Очевидно, что в процессе решения обратной задачи исследователь могут 

обладать различной степенью информированности относительно значений 

параметров. Также не все параметры должны корректироваться в процессе решения 

обратной задачи. Для отражения данного обстоятельства представим вектор 

параметров b в виде: b= (u,v,w,  ), а систему (1) на k-том этапе решения обратной 

задачи представим в виде:  
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Здесь индекс k соответствует номеру итерации,  
nxnij t)(  , 

nxmij tUU )( , 

nxrij tVV )( ,  
nxqij tWW )( , 

nxij t)(  - матрицы заданных функций )(tij , 

)(   ),(   ),(   ),( ttWtVtU ijijijij  ;  k

m

kk uuu ,...,1 - вектор корректируемых параметров, 

значения которых 
0u  на начальном (к=0) этапе коррекций  известны, а конечные 

значения неизвестны;  k

r

kk vvv ,...,1  -вектор корректируемых параметров, с 

неизвестными начальными 
0v  и конечными значениями;  k

q

kk www ,...,1  -вектор 

корректируемых параметров с неизвестными начальными значениями 
0w  и 

известными конечными значениями 
w ;    ,...,1   - вектор неизвестных и 

некорректируемых параметров. 

Тогда поведение реальной системы с воздействующими на нее случайными 

возмущениями на k-том этапе решения задачи можно представить в виде: 
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Для непосредственных вычислений и минимизации функции (3) необходимо 

обладать оценкой начальных значений тех параметров, для которых значения до 

проведения вычислений были неизвестны, то есть необходимо иметь оценку вектора  

),,( 000  wv . Эту оценку можно получить на основе измерений фазовых координат 

системы (5). Уравнение измерения (измерителя) фазовых координат можно записать 

в виде: 

)()()( tYtHXtZ kkk       (6) 

Здесь:  kk

i

kk ZZZZ ,..,,..1 - вектор-столбец результатов измерений с компонентами 

)(tZ i
k , 

nij tHH





)(  - заданная матрица с элементами  )(tH ij , определяющая 

полноту измерений вектора состояний )(tX k ;  kkk YYY ...,1 - вектор-столбец 

случайных шумов измерителя с заданной автокорреляционной матрицей ),( ttKY
 . 

Итак, требуется вычислить (скорректировать) параметры kkk wvu ,,  линейной 

динамической системы (4) на основе измерений (6) стохастической динамической 

системы (5) из условия минимума функционала (3). 

Если для достижения минимума функционала (3) потребуется f  шагов 

коррекции, то состоянию 
fx будут соответствовать значения параметров 

),,,( wvu ff .  

 

3. Алгоритм  решения обратной задачи 

Для решения поставленной задачи были проведены обширные исследования [9-

10], [12-15]. В результате был разработан следующий Алгоритм 1 решения 

обратной задачи для подбора параметров динамической системы : 



XIII Международная научная конференция ''Дифференциальные уравнения и их приложения 

в математическом моделировании'', Саранск, 12-16 июля 2017. 

XIII International scientific conference ''Differential equations and their applications 

in mathematical modeling'', Saransk, July 12-16, 2017. 

122 

 

1. Для исходной системы вида (4) с измерениями согласно (5) -(6) определяется 

матрица переходных состояний  ),(
0
tt , удовлетворяющая системе  

дифференциальных уравнений вида:  

nnEttttt
dt
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 ),(    ),,()(
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    (7) 

2. Определяются значения функциональных матриц )(),(),(),( **** ttWtVtU   

согласно формулам:  
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3. Вычисляется  матрица функций )(t  и матрица   , где  

)|V(U **= ,  
1

0

t

t

T dt ,     (10) 

Г-симметричная матрица положительных коэффициентов. 

4. Определяются элементы функциональных матриц )(),(),( ****** ttWtV   согласно 

формулам: 
*** HVV  , *** HWW  , ***  H     (11) 

5. Определяется матрица функций )(t :  

),,( ******  WVΒ      (12) 

6. Вычисляется корреляционная матрица ),(* tK   процесса возмущения )(** tkk 

, по известным матрица корреляций  0K  и ),( ttK 
 , определяемая выражением: 
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7. Вычисляется корреляционная матрица tK  процесса возмущения измерителя 

)(* tYk :  

),()(),()( *  tKHtKtHK Y

T

t       (14) 

8. Решается система интегральных уравнений  
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относительно неизвестных функций (t) f *
 для эффективного, несмещенного и 

устойчивого оценивания вектора неизвестных значений параметров 

),,( 000  wv . 

9. По измерениям )(tZ k
 определяется оценка вектора неизвестных параметров 

),,( 000  wv  в нулевом приближении: 
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В результате при  k=1 получаем оценки )
~

,~,~( 00000 wv  

10. Находятся оценки (
1~ fku ,

1~ fkv ) скорректированных параметров 
ff vu ,  по формуле:  


 

1
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),(()~,~( 1**

00

111
t

t

kTfkfk dtwWxttxvu    (18) 

При  k=1 определяются оценки (
0~ fu ,

0~ fv ) в нулевом приближении. 

11. Вычисляются  корректирующие добавки 
000 ,, wvu  :  

 ~,~~,~ 1011011011   kkkfkkfkk wwwvvvuuu  , (k=1)  (19) 

12. Осуществляется коррекция системы при k=1, за счёт добавления  коррекций-

приращений  
0u , 

0v  и 
0w  к параметру  0u  и оценкам неизвестных параметров  

0v  и 
0w :  

101010 ,,   kkkkkk wwwvvvuuu      (20) 

13. По оценкам предыдущего состояния процесса 
kx , соответствующего значениям 

параметров 
kkk wvu ,, , повторяются пп. 9-13 при 1 kk  и определяется  

последующее приближение к скорректированному состоянию 
fx , 

соответствующему скорректированным параметрам ,,, wvu ff
. 

Этот процесс повторяется до тех пор, пока искомое скорректированное состояние 

не будет получено с заданной точностью. 

 

4. Вычислительный эксперимент 

 

В качестве объекта регулирования рассмотрим газотурбинный двигатель (ГТД), 

описываемый уравнениями [16]: 

),( 121 nmGmuKG G       (21) 

),( 432 FmmuKF F        (22) 

,111211 naFbGbn        (23) 

 222121 anaGb        (24) 

Здесь: G -подача топлива, F -площадь сопла, n -обороты турбины,  -

температура выходящих газов, 1K , 2K -коэффициенты усиления исполнительных 

устройств, 21121122,2111 ,,,, bbbaaa - известные параметры двигателя, 1m , 2m , 3m , 4m -

коэффициенты обратных связей, некоторые из которых неизвестны, Gu , Fu -входные 

управляющие сигналы, изменяющие подачу топлива и площадь выходного сопла. 

Будем рассматривать стендовый режим работы ГТД в режиме малого газа в 

течение трех секунд. 

Необходимо скорректировать управляющие сигналы двигателя так, чтобы 

перевести его в течение заданного промежутка времени (0;3) из одного режима в 

другой, обеспечив заданные начальные: 

.0)(   ,)(    ,0)(   ,)( 000000  tttnntn       (25) 
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и  (во избежание перерегулирования) конечные:  

.0)(   ,)(,0)(   ,)(  kkkkkk tttnntn       (26) 

значения оборотов турбины  n  и  температуры газов .  Здесь 00 ,n , kkn , - заданные 

значения. 

Требуется определить управляющие воздействия Gu , Fu  для обеспечения 

заданных значений  оборотов турбины n и температуры исходящих газов   за 

заданный интервал времени регулирования ),( 0 ktt  по результатам измерения 

подачи топлива и площади сопла ГДТ. В результате эрозионного горения топлива 

на двигатель воздействуют случайные процессы с известными характеристиками. 

Внешние возмущения влияют также и на измерительные приборы. 

Преобразуем задачу (21)-(24) к виду (4). Согласно алгоритму выбора функции, 

обеспечивающей требуемое движение системы (25)-(26) [16], функции, 

определяющие обороты турбины и температуру исходящих гадов,  имеют следующий 

вид: 
32 022222.01.01.0 ttn       (27) 

32 025926.011667.015.0 tt       (28) 

В качестве  начального состояния системы было принято условие: 

15.0  ,1.0 00  n , а в качестве конечного: 5.0   ,4.0  kkn  . 

Такие эталонные траектории перехода иллюстрирует Рис.1. Таким образом, 

оптимальное управление Gu , Fu  должно соответствовать  эталонным траекториям  

(27). Начальные условия для (21) и (22) не заданы, но однозначно могут быть 

определены из выражений (23)-(24). Таким образом получим: 

103.0  ,253.0 00  FG   (29)  

Подставив выражения (27)-(28) в соотношения (21)-(22) получим выражения для 

подачи топлива и площади сопла, которым должно удовлетворять оптимальное 

управление: 
32 04.0328.0525.1253.0 tttG      (30) 

32 036.0495.0005.1103.0 tttF      (31) 

Траектории процессов-эталонов представлены на Рис.2. 

 
Рис. 1. Эталонные траектории перехода ГТД 

по n и    в процессе управления без 

перерегулирования 

 
Рис. 2. Эталонные траектории перехода по 

G и F, соответствующие переходу по  n и    

без перерегулирования 
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Тогда задача регулирования ГТД будет звучать следующим образом: требуется 

скорректировать неизвестные параметры управления Gu  и Fu  системы (21)-(22) с 

начальными условиями (29) на интервале (0,3) при целевых вектор-функциях (30)-(31). 

При этом полученное управление обеспечит оптимальные траектории перехода ГТД по 

оборотам турбины n и температуре исходящих газов  . 

Для проведения вычислительного эксперимента использовалось авторское 

программное обеспечение, производящее вычисления согласно Алгоритму 1. В качестве 

случайных возмущений системы и измерителя программа генерировала случайные 

процессы – некоррелированные белые Гауссовы шумы с интенсивностями: 

 GX=0,06  интенсивность шума, возмущающего систему, 

 GZ=0,05   интенсивность шума, воздействующего на измеритель. 

Параметры двигателя, соответствующие режиму малого газа при стендовых 

испытаниях, имеют следующие значения [16]:  

03.311 a , 113.021 a , 333.0 22 a , 79.011 b , 1 12 b , 153.021 b . 

Коэффициенты усиления исполняющих устройств: 1K =100, 2K =100. Обратные связи    

1m , 3m  являются неизвестными, 2m =0,0647,  4m =0,1655.  

Эксперимент №1: управление постоянным управляющим сигналом 

Пусть управление осуществляется постоянным управляющим сигналом, то есть Gu  и 

Fu   - константы. 

Представим выражения (21)  (22) в виде (4):  

       

  TT

TTTT

xxt

vvVxxxx

)103.0;253.0( )0(),0(  ],3,0[          

   ,,,,,

21

21212121



 
   (32) 

Здесь   TT
FGxx );(, 21  ,   T

FG

T
uuvv );(, 21  ,   TT

mm );(, 2121  , 
42

21

0

0

mK

mK




 , 

2

1

0

0

K

K
V  ,  




2

1

0

0
)(

K

nK
t




 . 

Решается обратная задача для системы дифференциальных уравнений (32) со 

случайными возмущениями  при  начальном состоянии (29) для определения 

оптимальных параметров (v1, v2)T с эталонными фазовыми характеристиками (30), (31) 

на интервале (0;3). 

В качестве критерия останова алгоритма было принято приращение искомых 

параметров менее чем на 0,5%. Получены следующие результаты: 

1. Скорректированное состояние достигалось за 4 итерации. 

2. Начальные значения управляющих параметров FG uu ,   определены как Gu =0.1110; 

Fu = -1.0010 

3. Оптимальные значения управляющих параметров 
f

F

f

G uu ,  определены как: 
f

Gu

=0.23505,  
f

Fu =-0.6361 

4. Определены значения неизвестных обратных связей:  m1=0.7258, m3=–2.0567 

Оптимальные значения параметров управления  позволили достичь меры близости 

между реальным и  эталонным состояниями порядка 0,9.  
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Расхождение между скорректированной и целевой траекториями отражается 

главным образом на траектории площади сопла ГТД (Рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Расхождение результатов измерения системы (Z1, Z2) и эталонной  

вектор-функции (G, F) на итерациях процесса. 

 

Эксперимент №2: управление линейным по времени сигналом 

Управляющие воздействия предложено моделировать как линейные функции с 

неизвестными коэффициентами: 

tuuu GGG

10         (33) 

tuuu FFF

10         (34) 

Корректируемыми параметрами в данном случае являются коэффициенты 

линейных уравнений (33)-(34) 
0

Gu ,  
1

Gu , 
0

Fu  и 
1

Fu .   

В этом случае выражения (21)- (22) преобразуются к виду (4) следующим 

образом (размерность задачи возрастает):  

       

  TT

TTTT

xxt

vvvvVxxxx

)103.0;253.0( )0(),0(  ],3,0[          

   ,,,,,,,

21

2143212121



 
   (35) 

 Здесь:   TT
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V

22
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00
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 . 

Решается обратная задача для системы дифференциальных уравнений (35) со 

случайными возмущениями  при  начальном состоянии (29) для определения 

оптимальных параметров Tvvvv ),,,( 4321  с эталонными фазовыми характеристиками 

(30), (31) на интервале (0;3). В результате реализации Алгоритма 1 получены 

следующие результаты: 

1. Скорректированное состояние достигалось за 5 итераций. 
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2 Определены начальные значения управляющих параметров FG uu , : 0

Gu =0.1111; 
0

Fu

=-0.0002; 1

Gu  = -1.0011; 
1

Fu =0.00013 

3. Определены оптимальные значения управляющих параметров: f

Gu0 =0.2302; 
f

Fu0
= -

0.001; 
f

Gu1
=-0.3907; 

f

Fu1
=-0.1912 

4. Определены значения неизвестных обратных связей: m1=0.7258; m2=–2.0567 

Таким образом получены выражения для линейного управления ГТД (Рис.4.): 

uG=0,2302-0,001t      (36) 

uF=-0,3907-0,1912t      (37) 

Полученные выражения для управления позволили достичь меры близости 

между реальной и эталонной траекториями порядка 0,01 (Рис.5). 

 

 
Рис.4. Линейное управление ГТД. 

 

 
Рис. 5. Расхождение результатов измерения 

системы (Z1, Z2) и эталонной вектор-функции 

(G, F) на итерациях процесса для линейного 

управления. 

 

Заметим, что в случае необходимости точность управления можно повысить, 

если рассматривать управление как квадратичный многочлен с неизвестными 

коэффициентами. 

 

5. Заключение и выводы 

Разработанный алгоритм (Алгоритм 1) позволяет эффективно решать 

обратные задачи для динамических стохастических  систем с неизвестными 

параметрами по измерениям их фазовых характеристик. Проведенные 

вычислительные эксперименты доказали применимость разработанного алгоритма 

для задач управления сложными техническими системами в возмущенной среде. 
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