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С помощью обобщенного полярного преобразования [1] по первым (n - 1) переменным
n мерное уравнение Лапласа можно свести к виду
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+
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\partial xn - 1
+ F = 0 (i = 1, n), (1)

где F – сумма всех слагаемых зависящих от угловых переменных. В случае осевой симмет-
рии F = 0 и переобозначив xn = x, xn - 1 = y и n - 2 = 2k, вместо (1) получаем уравнение
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Уравнение (2) называется уравнением Лапласа-Бельтрами. Для случая 2k = 1 в работе [2]
построено фундаментальное решение уравнения (2)
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где \sigma = r2

r21
, r2 = (\xi  - x)2+(\eta  - y)2, r21 = (\xi  - x)2+(\eta +y)2, F (\alpha , \beta ; \gamma ; z) – гипергеометрическая

функция Гаусса задаваемая рядом
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\infty \sum 
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(\alpha )i(\beta )i
(\gamma )i

zi

i!
,

где
(a)i = a(a+ 1)(a+ 2)...(a+ i - 1),

символ Похгаммера.
В своей статье [3] С.П. Пулькин построил фундаментальное решение

q (\xi , \eta ;x, y) = Cr - p
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,
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уравнения
uxx + uyy \pm 

p

x
ux = 0.

При p = 2k фундаментальное решение (3) принимает вид

q (\xi , \eta ;x, y) = C
\bigl( 
r21
\bigr)  - k

F (k, k; 2k; 1 - \sigma ) . (4)
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Используя формулу [4]

(c - a)nz
c - a - 1(1 - z)a+b - c - nF (a - n, b; c; z) =

=
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dzn

\Bigl[ 
zc - a+n - 1(1 - z)a+b - cF (a, b; c; z)

\Bigr] 
запишем, в частности, при a = b = k, c = 2k и n = 1

d
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Найдем производную по нормали от фундаментального решения (4).
Вычислим частную производную по первой переменной используя (5)
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Вычислим частную производную по второй переменной
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Воспользуемся формулой [4]

(c - a)nz
c - a - 1(1 - z)a+b - c - nF (a - n, b; c; z) =

=
dn

dzn

\Bigl[ 
zc - a+n - 1(1 - z)a+b - cF (a, b; c; z)

\Bigr] 
.

Из нее при a = b = k, c = 2k и n = 1 следует

k(1 - \sigma )k - 1\sigma  - 1F (k  - 1, k; 2k; 1 - \sigma ) =
d
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Так как
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то \bigl( 
r21
\bigr)  - k
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следовательно, используя (7), получаем
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Подставляя (6) и (8) в формулу
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получаем производную по нормали от фундаментального решения
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Нормирующая константа находится из требования, чтобы поток вектора потенциала
через поверхность тора окаймляющего источник-окружность равнялся единице
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Отсюда получаем

C =  - 22k

4\pi k
.
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