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Аннотация: В статье рассматривается метод построения математической 

дифференциальной модели типа Коши для определения пороговых 

содержаний катионов металлов в  воде в зоне  водозабора  с целью 

обеспечения безопасного уровня канцерогенного риска при потреблении 

питьевой воды, приготавливаемой из вод поверхностных источников 

водоснабжения. 

Ключевые слова: модель Коши, загрязнение питьевой воды, риск, 

пороговые концентрации катионов металлов. 

 

1. Введение 

Реализуемая в настоящее время в нашей стране система нормирования 

содержания отдельных компонентов в питьевой воде, основанная на использовании 

предельно допустимых концентраций (ПДК), имеет основной недостаток - 

неизменность для всех территорий. Наиболее перспективным для определения 

региональных пороговых содержаний компонентов  в настоящее время является 

использование теории риска и современных методов математического 

моделирования [1-3]. Такой подход требует поэтапного решения двух основных 

задач: 

 создания новых математических моделей, устанавливающих связь 

между концентрациями катионов металлов в питьевой воде и уровнем 

канцерогенного риска для населения или другим пороговым 

значением (прямые модели); 

 создание моделей, позволяющих рассчитать максимальный уровень 

концентрации катионов для заданного порогового значения (обратные 

модели). 

Первая из двух поставленных задач решается классическим методом 

регрессионного анализа на основе ряда экспериментальных наблюдений и не 
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представляет большой сложности. Однако вторая задача в процессе моделирования 

приводит к необходимости решения сложных нелинейных уравнений относительно 

аргумента, при этом наличие аналитического решения таких уравнений в общем 

случае не гарантировано [4]. 

Выходом из данной ситуации может служить преобразование нелинейных 

уравнений в многомерную оптимизационную задачу минимизации суммы 

квадратичных форм, которая, в свою очередь, будет сведена к решению 

дифференциальных уравнений в частных производных с заданными начальными 

условиями – задаче Коши. 

 

2. Материалы и методы 

Решение первой поставленной задачи построения моделей зависимости 

уровня риска населению от концентрации катионов металлов в воде водозабора 

получено на основе кортежей экспериментальных измерений содержания катионов 

металлов в 12 точках  в зоне водозабора «Волжский», проводимого в рамках 

специального мониторингового исследования, и результатов определения 

концентраций катионов металлов в пробах воды в конечной точке потребления, 

отобранных в зонах исследования, питающихся водой из данного водозабора.   

На основе имеющихся кортежей было построено 5 регрессионных нелинейных 

парных моделей, связывающих между собой концентрации катионов металлов в 

воде водозабора и в питьевой водопроводной воде, не оказывающих  канцерогенный 

эффект (железо, медь и цинк), и концентрации катионов хрома и свинца, имеющих 

канцерогенный потенциал. Данные модели не являются предметом настоящего 

исследования, и способы их построения и проверки адекватности были описаны в 

работах [5-6]. Приведем здесь лишь результаты моделирования: 

1. Модель для   катионов хрома (VI): 











0,01179

0,01991)-(Cr
exp + 1

0,0000581-
 + 0,0000552

вод

CrРиск     (1) 

РискCr- уровень канцерогенного риска в отношении катионов хрома, 

рассчитанный исходя из концентрации катионов хрома в пробах питьевой  воды; 

Crвод – содержание катионов хрома в поверхностной воде, в зоне водозабора 

«Волжский».  

2. Модель для катионов свинца (II): 

 

06-5,26EPb*0,001152Pb*0,03161-Pb*0,33188 вод

2

вод

3

вод PbРиск      (2) 

 

Здесь РискPb- уровень канцерогенного риска в отношении катионов свинца, 

рассчитанный исходя из концентрации катионов свинца в питьевой 

водопроводной воде; Pbвод – концентрация  катионов свинца в поверхностной 

воде в зоне водозабора.  
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3. Модель для катионов железа (II): 








 


0,70613

5,60324)(Fe
exp + 1

82,206
 - 0,106

вод

квFe     (3) 

Feкв- концентрация катионов железа в питьевой воде; Feвод – содержание железа 

в поверхностной воде в зоне водозабора.  

4. Модель для  катионов меди (II):  











0,0123

0,07054)-(Cu
exp + 1

0,00074
 - 0,00231

вод

квCu     (4) 

Здесь Cuкв- концентрация катионов меди в питьевой воде; Cuвод – концентрация  

катионов меди в поверхностной воде в зоне водозабора.  

5. Модель для катионов цинка (II): 











0,02424

0,04627)-(Zn
exp + 1

0,0216
 - 0,0352

вод

квZn     (5) 

Znкв- концентрация катионов цинка в питьевой водопроводной воде, в конечной 

точке потребления; Znвод – концентрация катионов цинка в воде, в зоне 

водозабора. 

 

Для решения основной задачи, а именно определения максимальных 

концентраций катионов металлов в воде из расчета непревышения приемлемого 

уровня риска для здоровья населения, были приняты следующие положения: 

 в качестве приемлемых (пороговых) концентраций катионов металлов в 

питьевой водопроводной воде были приняты значения нижнего 

квартиля ранжированного ряда значений: 

o для катионов железа - 0,087 мг/л;  

o для катионов  меди – 0,002 мг/л;  

o для катионов цинка  - 0,019 мг/л;  

 в качестве приемлемых уровней канцерогенных рисков были приняты 

рекомендации ВОЗ: 

o 1×10-5 для катионов хрома и свинца. 

 

Таким образом, были сформированы 5 нелинейных уравнения относительно 

содержания катионов металлов в воде водозабора: 

 











0,01179

0,01991)-(Cr
exp + 1

0,0000581-
 + 0,000055200001,0

вод

    (6)

 

06-5,26EPb*0,001152Pb*0,03161-Pb*0,33188000001,0 вод

2

вод

3

вод    (7)
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






 


0,70613

5,60324)(Fe
exp + 1

82,206
 - 0,106 0,087

вод

     (8)

 











0,0123

0,07054)-(Cu
exp + 1

0,00074
 - 0,00231 0,002

вод

     (9)

 











0,02424

0,04627)-(Zn
exp + 1

0,0216
 - 0,03520,019

вод

     (10)

 

 

Данные уравнения относятся к классу так называемых обратных задач [6], и 

могут быть преобразованы к многомерной оптимизационной задаче следующего 

вида: 

 

 

min        

0,02424

0,04627)-(Zn
exp + 1

0,0216
 - 0,0162

0,0123

0,07054)-(Cu
exp + 1

0,00074
 - 0,00031

0,70613

5,60324)(Fe
exp + 1

82,206
 - 0,019

0,000005-Pb*0,001152Pb*0,03161-Pb*0,33188

0,01179

0,01991)-(Cr
exp + 1

0,0000581
- 0,0000452F(Ir)

2

вод

2

вод

2

вод

2

вод

2

вод

3

вод

2

вод

Ir



























































































 




































   (11) 

 

Здесь Ir=(Crвод, Pbвод, Feвод, Cuвод, Znвод) – вектор искомых концентраций катионов 

металлов в воде водозабора. 

Задача (11) может быть представлена как система дифференциальных 

уравнений в частных производных: 
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













































0
)(

0
)(

   0
)(

0
)(

0
)(

вод

вод

вод

вод

вод

Zn

IrF

Cu

IrF

Fe

IrF

Pb

IrF

Cr

IrF

     (12) 

 

Для обеспечения единственности решения системы (12) в качестве начальных 

условий были добавлены решения прямых задач (1)-(5) для минимальных 

измеренных значений аргументов:  

 Crвод=0,0006;  

 Pbвод= 0,037;  

 Feвод=0,016;  

 Cuвод=0,0007;  

 Znвод=0.  

В результате была получена начальная точка для поиска решения системы (12): 

 

F(0,0006; 0,037; 0,016; 0,0007; 0)= 0,000103   (13) 

 

Таким образом, задача Коши вида (12)-(13), где функция F задается выражением 

(11), представляет собой  модель для расчета безопасных с точки зрения риска для 

здоровья населения концентраций  катионов металлов в воде водозабора. 

 

3. Результаты и выводы 

В результате решения задачи (12)-(13) были получены следующие значения 

максимально допустимых концентраций катионов металлов в воде водозабора, 

гарантирующие безопасность для населения, потребляющего питьевую воду, 

приготавливаемую из его поверхностных вод: 

 

 Crвод*=0,0051 мг/л 

 Pbвод*=0,005 мг/л 

 Feвод*=0,31 мг/л 

 Cuвод*=0,0745 мг/л  

 Znвод*=0,019 мг/л 

 

При этом точное значение достигаемого в питьевой воде пороговое значение  

составляет: 

 

 РискCr=9,99E-06 
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 РискPb= 1,0266E-05 

 Feкв= 0,087 мг/л 

 Cuкв= 0,0019 мг/л 

 Znкв= 0,0187 мг/л 

 

Таким образом, применение для решения проблемы нормирования катионов 

металлов в воде водозабора при помощи модели типа Коши (12)-(13) является 

эффективным и целесообразным. Полученные практические результаты расчетов 

могут использоваться в качестве основания для принятия управленческих решений 

по обеспечению требуемого качества поверхностных вод, поставляемых для 

приготовления вод питьевого качества. 
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Abstract: The method of constructing a mathematical differential model of 

Cauchy type for determining the threshold contents of metal cations in a water 

intake is considered. The goal is to ensure a safe level of cancerogenic  risk 

when drinking water is consumed, which is prepared from surface water 

sources. 
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