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Аннотация: В статье представлены результаты численного моделирования горе-
ния кислородно-водородной смеси. Моделирование проводилось с использовани-
ем разработанного программного комплекса для численного решения уравнений
Навье-Стокса в приближении малых чисел Маха. В работе представлена схема
численного решения уравнений с учетом процессов диффузии, вязкости, тепло-
проводности и химических реакций.
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1. Математическая модель и разностная схема

Для описания течения многокомпонентного реагирующего газа используется система
уравнений Навье-Стокса в приближении малых чисел Маха [1–3]:

\partial \rho Yi
\partial t

=  - \nabla \cdot (\rho Yi\vec{}v) - \nabla \cdot \vec{}Ji +Qi,

\partial \rho \vec{}v

\partial t
=  - \nabla \cdot (\rho \vec{}v\vec{}v) - \nabla \pi  - \nabla \cdot \tau ,

\partial \rho h

\partial t
=  - \nabla \cdot (\rho h\vec{}v) - \nabla \cdot \vec{}q,

Система дополнена уравнением состояния и условием на дивергенцию вектора скорости:

p0 = \rho RT
\sum 
i

Yi
Mwi

,

S \equiv \nabla \cdot \vec{}v =
1

\rho CpT

\Biggl( 
\nabla \cdot \lambda \nabla T +

\sum 
i

\rho Dim\nabla Yi\nabla hi

\Biggr) 
+

1

\rho 

\sum 
i

Mw

Mwi
(\nabla \cdot \rho Dim\nabla Yi)

+
1

\rho 

\sum 
i

\biggl( 
Mw

Mwi
 - hi

CpT

\biggr) 
Qi.

Здесь \rho — плотность смеси, \vec{}v — вектор скорости, Yi — массовая доля i–ой компоненты
смеси, T –– температура, Mwi –– молекулярная масса i–ой компоненты смеси, \pi = p - p0 —
динамическая составляющая давления, p0 — термодинамическая составляющая давления,
\vec{}Ji — вектор диффузионного потока, \vec{}q — вектор потока тепла, h — энтальпия смеси, \tau —
тензор вязких напряжений, Qi — скорость образования или расхода i–ой компоненты смеси.

Вектор диффузионного потока компонента и вектор потока тепла для смеси определя-
ются с использованием модели средних по смеси значений [1]:

\vec{}Ji =  - \rho Dim\nabla Yi,
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\vec{}q =  - \lambda \nabla T  - 
\sum 
i

hi\rho Dim\nabla Yi.

Здесь Dim — средний по смеси коэффициент диффузии i–ой компоненты смеси, \lambda —
коэффициент теплопроводности смеси, hi — энтальпия i–ой компоненты смеси.

Тензор вязких напряжений имеет вид:

\tau = \mu 

\biggl( 
\nabla \vec{}v + (\nabla \vec{}v)T  - 2

3
(\nabla \cdot \vec{}v) I

\biggr) 
,

где \mu — коэффициент динамической вязкости.
Вычислительный алгоритм можно представить следующим образом.

1. Интегрирование уравнений химической кинетики:\left\{       
\partial \rho Yi
\partial t

= Qi,

\rho Cp
\partial T

\partial t
=  - 

\sum 
i

Qihi.

2. Интегрирование уравнений законов сохранения.

\partial U

\partial t
+

\partial 
\bigl( 
F (1)(U) - H(1)(U)

\bigr) 
\partial x

+
\partial 
\bigl( 
F (2)(U) - H(2)(U)

\bigr) 
\partial y

= 0.

U =

\left(          

\rho Yi

\rho u

\rho v

\rho h

\right)          
, F (1)(U) =

\left(          

\rho uYi

\rho u2

\rho uv

\rho hu

\right)          
, F (2)(U) =

\left(          

\rho vYi

\rho uv

\rho v2

\rho hv

\right)          
,

H(1)(U) =

\left(          

Jix

\tau xx

\tau xy

qx

\right)          
, H(2)(U) =

\left(          

Jiy

\tau yx

\tau yy

qy

\right)          
,

Jix = \rho Dmi
\partial Yi
\partial x

, Jiy = \rho Dmi
\partial Yi
\partial y

,

qx = \lambda 
\partial T

\partial x
+

M\sum 
j=1

hj\rho Dmj
\partial Yj
\partial x

, qy = \lambda 
\partial T

\partial y
+
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j=1

hj\rho Dmj
\partial Yj
\partial y

,

\tau xx = \mu 

\biggl( 
2
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 - 2

3

\biggl( 
\partial u

\partial x
+

\partial v

\partial y

\biggr) \biggr) 
, \tau yy = \mu 

\biggl( 
2
\partial v

\partial x
 - 2

3

\biggl( 
\partial u

\partial x
+

\partial v
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\biggr) \biggr) 
,

\tau xy = \tau yx = \mu 

\biggl( 
\partial v

\partial x
+

\partial u

\partial y

\biggr) 
.

Аппроксимация конвективных членов проводится с использованием схемы Лакса-
Фридрихса-Русанова [4, 5], значения газодинамических параметров слева и справа от
границы ячейки рассчитываются с использованием WENO алгоритма пятого поряд-
ка точности [6,7]. Аппроксимация диффузионных и тепловых потоков проводится по
схеме с центральными разностями.
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3. Вычисление динамической составляющей давления и коррекция вектора скорости.

\vec{}vn+1 = \vec{}v\ast  - \Delta t

\rho 
\nabla \pi n+1,

\nabla \cdot 1

\rho n
\nabla \pi n+1 =

1

\Delta t

\bigl( 
\nabla \cdot \vec{}v\ast  - Sn+1

\bigr) 
.

2. Горение кислородно-водородной смеси

На основе построенного алгоритма разработан программный комплекс с использовани-
ем технологии параллельных вычислений [8]. Проведено моделирование горения кислородно–
водородной смеси в прямоугольном канале. В начальный момент времени канал заполнен
кислородом температуры 300 K, водород с температурой 1500 K поступает из плоской ще-
ли со скоростью 1 м/с. Для описания химических реакций была принята редуцированная
схема окисления водорода, представленная в таблице 1 [9] . Данная схема позволяет моде-
лировать взаимодействие 7 компонент: H, O, H2, OH, H2O, O2, HO2. Физикохимические
свойства этих компонент представлены в источниках [10,11].

№ Стадия Ai, см3

моль\cdot c n Ei, ккал
моль

1 H +O2 \rightarrow O +OH 1.92E+14 0.0 1.64E+04

2 O +OH \rightarrow H +O2 5.48E+11 0.39 -2.93E+02

3 O +H2 \rightarrow H +OH 5.08E+04 2.67 6.29E+03

4 H +OH \rightarrow O +H2 2.67E+04 2.65 4.88E+03

5 OH +H2 \rightarrow H +H2O 2.16E+08 1.51 3.43E+03

6 H +H2O \rightarrow OH +H2 2.30E+09 1.40 1.83E+04

7 H2 +O2 \rightarrow HO2 +H 3.16E+12 0.35 5.55E+04

Таблица 1. Схема реакции и кинетические параметры

Cкорость образования или расхода каждой компоненты смеси рассчитываются по фор-
мулам:

QH = MH \cdot ( - 1 \cdot w1 + 1 \cdot w2 + 1 \cdot w3  - 1 \cdot w4 + 1 \cdot w5  - 1 \cdot w6 + 1 \cdot w7) ,

QO = MO \cdot (1 \cdot w1  - 1 \cdot w2  - 1 \cdot w3 + 1 \cdot w4) ,

QH2 = MH2 \cdot ( - 1 \cdot w3 + 1 \cdot w4  - 1 \cdot w5 + 1 \cdot w6  - 1 \cdot w7) ,

QOH = MOH \cdot (1 \cdot w1  - 1 \cdot w2 + 1 \cdot w3  - 1 \cdot w4  - 1 \cdot w5 + 1 \cdot w6) ,

QH2O = MH2O \cdot (1 \cdot w5  - 1 \cdot w6) ,

QO2 = MO2 \cdot ( - 1 \cdot w1 + 1 \cdot w2  - 1 \cdot w7) ,

QHO2 = MHO2 \cdot (1 \cdot w7) .
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Здесь wi–скорости элементарных стадий реакции:

w1 = A1 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n1

\cdot e
\Bigl( 

 - E1
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH
MH

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YO2

MO2

\biggr) 
,

w2 = A2 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n2

\cdot e
\Bigl( 

 - E2
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YO
MO

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YOH

MOH

\biggr) 
,

w3 = A3 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n3

\cdot e
\Bigl( 

 - E3
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YO
MO

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH2

MH2

\biggr) 
,

w4 = A4 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n4

\cdot e
\Bigl( 

 - E4
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH
MH

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YOH

MOH

\biggr) 
,

w5 = A5 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n5

\cdot e
\Bigl( 

 - E5
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YOH

MOH

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH2

MH2

\biggr) 
,

w6 = A6 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n6

\cdot e
\Bigl( 

 - E6
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH
MH

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH2O

MH2O

\biggr) 
,

w7 = A7 \cdot 
\biggl( 

T

298

\biggr) n7

\cdot e
\Bigl( 

 - E7
RT

\Bigr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YH2

MH2

\biggr) 
\cdot 
\biggl( 
\rho YO2

MO2

\biggr) 
.

На рисунках приведены распределения температуры и массовых долей кислорода, во-
дорода, водяного пара.

Рис. 1. Распределение температуры. Рис. 2. Распределение кислорода.

Рис. 3. Распределение водорода. Рис. 4. Распределение водяного пара.
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The WENO high-order accuracy algorithm for
modeling combustion of an oxygen-hydrogen mixture

R.V. Zhalnin 1, E.E. Peskova 1, V.F. Tishkin 2

National Research Ogarev Mordovia State University 1, Keldysh Institute of Applied
Mathematics 2

Abstract: The article states results of numerical modeling of combustion of an oxygen-
hydrogen mixture. Modeling was carried with using the developed software for numerical
solution of the Navier-Stokes equations in low Mach number approximation. The
article presents a scheme for the numerical solution of equations taking into account
the processes of diffusion, viscosity, thermal conductivity and chemical reactions.

Keywords: combustion of hydrogen, Navier-Stokes equations, chemical reaction, WENO
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