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Аннотация: При решении проблемы проникновения агрессивной среды в мате-
риал конструкции необходимо знать движение фронта агрессии, но классиче-
ское уравнение диффузии, описывающее этот процесс, является уравнением па-
раболического типа и не задает движение этого фронта. В работе впервые этот
процесс описывается уравнением гиперболического типа, задающим движение
фронта агрессии: диффузия агрессивной среды в материал стержня моделиру-
ется уравнением тепловой волны, что позволяет выделить движение диффузи-
онного фронта.

Ключевые слова: фронт диффузии, фронт агрессии, тепловая волна, метод Фу-
рье, ряды Фурье-Бесселя.

1. Введение

Обычно проникновение некоторой среды в другую среду моделируется уравнени-
ем диффузии, которое является уравнением в частных производных параболического
типа. Недостаток такого подхода заключается в том, что это уравнение не описывает
движение фронта проникающей среды, внедрение которой происходит не с конечной
скоростью, а мгновенно. Поэтому исследователи движение этого фронта задают ис-
кусственно [1].

Чтобы избежать искусственных конструкций воспользуемся следующим уравнени–

ем [2, 3]

\tau 
\partial 2u(r, t)
\partial t2

+
\partial u(r, t)
\partial t

= div(a2gradu(r, t)), (1)

где a2 =
\lambda 

c\rho 
– коэффициент температуропроводности.

Уравнение (1) описывает движение тепловой волны. Оно является уравнением
гиперболического типа, задающим движение фронта тепловой волны и носит волно-
вой характер с затуханием.

Используя такой подход в [4] процесс диффузии в тонком стержне прямоуголь-
ного поперечного сечения моделировался волновым уравнением гиперболического
типа.
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2. Диффузия агрессивной среды в материал стержня

В данной статье рассматривается осесимметричное проникновение в материал
стержня агрессивной среды интенсивностью c1, находящейся внутри длинного ме-
таллического стержня кольцевого поперечного сечения и интенсивностью c2, нахо-
дящейся снаружи стержня. Внутренний радиус стержня равен r1, а внешний r2.

Уравнение диффузии для функции c(r, t) в полярной системе координат примет
вид

\tau ctt + ct = D
\Bigl( 
crr +

cr
r

\Bigr) 
, (2)

где r – полярный радиус, r \in (r1, r2).
Перепишем уравнение (2) в безразмерной форме:

UTT + 2bUT = URR +
UR

R
,

где U =
c

c0
; R =

r

r0
; T =

t

r0

\sqrt{} 
D

\tau 
; b =

r0

2
\surd 
D\tau 

; c0, r0 – некоторые константы обезразме-
ривания.

Вернувшись к старым обозначениям уравнения (2), получим безразмерный вид
уравнения

ctt + 2bct = crr +
cr
r
. (3)

Полагаем, что в начальный момент времени внутри образца агрессивная среда
присутствует, тогда начальные условия будут следующими:

c(r, 0) = \phi (r), ct(r, 0) = \psi (r). (4)

На внутренней и на внешней поверхностях стержня концентрации сред остаются
постоянными, поэтому безразмерные краевые условия примут вид

c(\alpha 1, t) = \beta 1, c(\alpha 2, t) = \beta 2, (5)

где \alpha 1 =
r1
r0
, \alpha 2 =

r2
r0
, \beta 1 =

c1
c0
, \beta 2 =

c2
c0
.

Решение задачи (3-5) можно представить в виде

c(r, t) =
N\sum 

n=1

Rn(r)

k2n  - k1n
((\Omega n1k2n  - \Omega n2)e

k1nt + (\Omega n2  - \Omega n1k1n)e
k2nt+

+ \Omega n3(
1 - ek1nt

k1n
 - 1 - ek2nt

k2n
)) +

\infty \sum 
n=N+1

Rn(r)(e
 - bt(\Omega n1 cos\omega nt+

+
b\Omega n1 + \Omega n2

\omega n

sin\omega nt) +
\Omega n3

\omega n(b
2 + \omega 2

n)
(\omega n - 

 - (b sin\omega nt+ \omega n cos\omega nt)e
 - bt)) + \beta 1  - 

r  - \alpha 1

\alpha 2  - \alpha 1

(\beta 1  - \beta 2). (6)

Здесь N – наибольшее целое число, при котором ещё выполняется неравенство
b > \lambda n, где \lambda n – собственное значение задачи Штурма-Лиувилля, b – коэффициент
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обезразмеривания, k1n =  - b +
\sqrt{} 
b2  - \lambda 2n, k2n =  - b  - 

\sqrt{} 
b2  - \lambda 2n, \omega n =

\sqrt{} 
\lambda 2n  - b2,

собственные функции задачи Штурма-Лиувилля Rn(r) можно представить в форме

Rn(r) = J0(\lambda nr)N0(\lambda n\alpha 2) - N0(\lambda nr)J0(\lambda n\alpha 2).

Константы \Omega n1,\Omega n2,\Omega n3, входящие в решение (6), вычисляются следующим образом

\Omega n1 =
\pi 2\lambda 2nJ

2
0 (\lambda n\alpha 1)

2(J2
0 (\lambda n\alpha 1) - J2

0 (\lambda n\alpha 2))

\alpha 2\int 
\alpha 1

Rn(r)

\biggl( 
\phi (r) - \beta 1 +

r  - \alpha 1

\alpha 2  - \alpha 1

(\beta 1  - \beta 2)

\biggr) 
rdr,

\Omega n2 =
\pi 2\lambda 2nJ

2
0 (\lambda n\alpha 1)

2(J2
0 (\lambda n\alpha 1) - J2

0 (\lambda n\alpha 2))

\alpha 2\int 
\alpha 1

Rn(r)\psi (r)rdr,

\Omega n3 =
(\beta 2  - \beta 1)\pi 

2\lambda 2nJ
2
0 (\lambda n\alpha 1)

2(\alpha 2  - \alpha 1)(J2
0 (\lambda n\alpha 1) - J2

0 (\lambda n\alpha 2))

\alpha 2\int 
\alpha 1

Rn(r)dr,

где J0(\lambda r) – функция Бесселя первого рода нулевого порядка.
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Abstract: When solving the problem of aggressive media penetration into the const-
ruction material, it is necessary to know the movement of the aggression front, but the
classical diffusion equation describing this process is a parabolic equation and does
not specify the movement of this front. In this paper, for the first time, this process
is described by a hyperbolic equation that defines the movement of the aggression
front: the diffusion of an aggressive medium into the rod material is modeled by the
heat wave equation, which makes it possible to isolate the movement of the diffusion
front.
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