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Аннотация: Работа посвящена исследованию устойчивости однородных диффе-
ренциально-разностных систем нейтрального типа методом Разумихина. Показа-
но, что за счёт выбора определённой окрестности теорема Разумихина обеспечи-
вает асимптотическую устойчивость нулевого решения рассматриваемых систем.
В дальнейшем планируется получить оценку такой окрестности методом функ-
ционалов Ляпунова–Красовского и сравнить эти два результата.
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1. Введение

Однородные системы уравнений с отклоняющимся аргументом [1, 2] описыва-
ют многие механические, биологические и экономические процессы. Для исследова-
ния устойчивости таких систем существует два наиболее распространённых метода:
метод функций Разумихина [3] и метод функционалов Ляпунова–Красовского [1].
Целью данной работы является исследование возможности применения теоремы Ра-
зумихина к анализу асимптотической устойчивости нулевого решения однородной
системы с запаздыванием нейтрального типа.

2. Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений:

\.x(t) = D \.x(t - h) + F
\bigl( 
x(t)

\bigr) 
+G

\bigl( 
x(t - \tau )

\bigr) 
, (1)

где h > 0, \tau > 0 – запаздывания, а F и G – непрерывные однородные порядка \mu > 1
функции.

Предположим, что вспомогательная система без запаздывания\bigl( 
E  - D

\bigr) 
\.x(t) = F

\bigl( 
x(t)

\bigr) 
+G

\bigl( 
x(t)

\bigr) 
(2)

асимптотически устойчива по Ляпунову.
Нашей задачей является исследование устойчивости системы (1) методом Разу-

михина.

3. Основной результат

Известно [4], что, если система без запаздывания (2) асимптотически устойчива,
то существует положительно определённая и однородная порядка k > 2 функция
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Ляпунова V (z), удовлетворяющая в некоторой окрестности \| z\| < H, H > 0 следую-
щему уравнению: \biggl( 

\partial V (z)

\partial z

\biggr) T\biggl( 
\~F (z) + \~G(z)

\biggr) 
=  - W (z),

где W (z) – заданная положительно определённая однородная функция порядка k +
\mu  - 1, а

\~F (z) = F
\bigl( 
(E  - D) - 1z

\bigr) 
, \~G(z) = G

\bigl( 
(E  - D) - 1z

\bigr) 
.

Пусть y(t) = x(t) - Dx(t - h). Перепишем систему (1) в виде

\.y(t) = \~F
\bigl( 
z(t)

\bigr) 
+ \~G

\bigl( 
z(t - \tau )

\bigr) 
. (1’)

Тогда

dV (y(t))

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(1\prime )

=

\biggl( 
\partial V (y(t))

\partial y

\biggr) T\biggl[ 
\~F
\bigl( 
(E  - D)x(t)

\bigr) 
+ \~G

\bigl( 
(E  - D)x(t - \tau )

\bigr) \biggr] 
=  - W (y(t))+

+

\biggl( 
\partial V (y(t))

\partial y

\biggr) T\biggl[ \biggl( 
\~F
\bigl( 
(E  - D)x(t)

\bigr) 
 - \~F

\bigl( 
y(t)

\bigr) \biggr) 
+

\biggl( 
\~G
\bigl( 
(E  - D)x(t - \tau )

\bigr) 
 - \~G

\bigl( 
y(t)

\bigr) \biggr) \biggr] 
.

Далее применим следующие равенства:

\~F
\bigl( 
(E  - D)x(t)

\bigr) 
 - \~F

\bigl( 
x(t) - Dx(t - h)

\bigr) 
=

=

1\int 
0

\biggl( 
\~F
\bigl( 
(E  - D)x(t) + (\nu  - 1)D(x(t - h) - x(t))

\bigr) \biggr) \prime 

\nu 

d\nu =

=

1\int 
0

\partial \~F (z1)

\partial z1
d\nu D(x(t - h) - x(t)), z1 = (E  - D)x(t) + (\nu  - 1)D(x(t - h) - x(t)),

\~G
\bigl( 
(E  - D)x(t - \tau )

\bigr) 
 - \~G

\bigl( 
(x(t) - Dx(t - h)

\bigr) 
=

=

1\int 
0

\~G
\prime 
\nu 

\bigl( 
\nu (E  - D)x(t - \tau ) + (1 - \nu )(x(t) - Dx(t - h)

\bigr) 
d\nu =

=

1\int 
0

\partial \~G(z2)

\partial z2
d\nu 

\biggl[ 
(E  - D)x(t - \tau ) +Dx(t - h) - x(t)

\biggr] 
,

z2 = \nu ((E  - D)x(t - \tau )) + (1 - \nu )(x(t) - Dx(t - h))

и получим представление производной от функции V (z) в силу системы (1’):

dV (y(t))

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(1\prime )

=  - W (y(t))\underbrace{}  \underbrace{}  
I1

+

\biggl( 
\partial V (y(t))

\partial y

\biggr) T
1\int 

0

\partial \~F (z1)

\partial z1
d\nu D(x(t - h) - x(t))

\underbrace{}  \underbrace{}  
I2

+

+

\biggl( 
\partial V (y(t))

\partial y

\biggr) T
1\int 

0

\partial \~G(z2)

\partial z2
d\nu 

\biggl[ 
(E  - D)x(t - \tau ) +Dx(t - h) - x(t)

\biggr] 
\underbrace{}  \underbrace{}  

I3

.

(3)
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Чтобы провести анализ поведения решений исходной системы (1), покажем, что

существует H > 0 такое, что в окрестности UH(\BbbO ) функция dV (y(t))
dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(1\prime )

является

отрицательно определённой функцией на множестве кривых Разумихина

Rt(c) =

\biggl\{ 
y(\sigma ) \in C1

\bigl( 
[t - 2h, t]\times Rn

\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| V (y(\sigma )) \leqslant V (y(t)) = c, \sigma \in [t - 2h, t]

\biggr\} 
.

Поскольку слагаемое I1 в формуле (3) является отрицательно определённой и одно-
родной порядка k + \mu  - 1 функцией, а слагаемые I2 и I3 являются однородными по
y функциями порядка k+ \mu  - 2, то далее покажем, что [x(t) - x(t - h)], [x(t) - x(t - 
\tau )], [x(t - \tau ) - x(t - h)] – суть однородные функции порядка \mu .

Рассмотрим положительно определённую функцию \upsilon (x) = xTQx, в которой мат-
рица Q выбрана таким образом, что \upsilon (x) > \upsilon (Dx) для всех x \in Rn.

Пусть d = min
\| x\| =1

\bigl( 
\upsilon (x) - \upsilon (Dx)

\bigr) 
.

Лемма 1. Если x(t) = Dx(t - h) + y(t), то при \upsilon (x(t - h)) \leqslant \upsilon (x(t)) имеют место
оценки: \Biggl\{ 

\upsilon (y(t)) \leqslant (2 - d+ 2
\surd 
1 - d)\upsilon (x(t))

\upsilon (y(t)) \geqslant (2 - d - 2
\surd 
1 - d)\upsilon (x(t)).

(4)

Д о к а з а т е л ь с т в о.

\upsilon (y(t)) = \upsilon 
\bigl( 
x(t) - Dx(t - h)

\bigr) 
= \upsilon (x(t)) + \upsilon (Dx(t - h)) - 2xT (t)QDx(t - h).

Поскольку \upsilon (Dx(t - h)) \leqslant (1 - d)\upsilon (x(t)) и | xT (t)QDx(t - h)| =
\sqrt{} 
\upsilon (x(t))\upsilon (x(t - h)) \leqslant 

\leqslant 
\surd 
1 - d\upsilon (x(t)), получаем неравенства (4).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Следствие 1. Аналогичные оценки для производных можно получить, исходя из
равенства \.x(t) = D \.x(t - h) + \.y(t).

Теперь, опираясь на следствие к лемме, оценим норму функций

\| x(t) - x(t - h)\| = \| \.x(\theta 1)\| h \leqslant A\| xt\| \mu h \leqslant \~A\| xt\| \mu  - 1
h \| xt\| ,

\| x(t) - x(t - \tau )\| = \| \.x(\theta 2)\| \tau \leqslant B\| xt\| \mu \tau \leqslant \~B\| xt\| \mu  - 1
\tau \| xt\| \tau ,

\| x(t) - x(t - h)\| = \| \.x(\theta 3)\| (h - \tau ) \leqslant \~C\| xt\| \mu  - 1
h \| xt\| h.

Следовательно
dV (y(t))

dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
(1\prime )

=  - W (y(t)) +K\| yt\| \mu  - 1\| yt\| k+\mu  - 1

на множестве Разумихина Rt(c).

4. Выводы

В ходе работы получены следующие выводы:
1. Окрестность UH(\BbbO ), в которой теорема Разумихина обеспечивает асимптоти-

ческую устойчивость нулевого решения, определяется неравенством

0 < KH\mu  - 1 < min
\| \varphi \| h+\theta =1

W (\varphi ).

71



XII Всероссийская научная молодежная школа-семинар
”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 21-24 июля 2026

2. Верхняя оценка решения y(t) может быть получена в виде V (y(t)) = z(t), где
z(t) является решением обыкновенной системы дифференциальных уравнений

\.z(t) = \Phi (z(t)), \Phi (z) = max
\varphi \in R(z)

( - W (z) +K\| \varphi \| k+2\mu  - 2
h+\tau .
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Stability of homogeneous differential-difference systems
of neutral type

D.S. Evtina1, A.P. Zhabko1

Saint Petersburg State University1

Abstract: This work is devoted to the analysis of the stability of homogeneous diffe-
rential-difference systems of neutral type using the Razumikhin method. It is demon-
strated that choosing a specific neighborhood, Razumikhin’s theorem ensures asymp-
totic stability of the zero solution of such type of systems. In the future the estimation
of this neighborhood using the Lyapunov-Krasovskii functional method and the com-
parison of these two results is planned.
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