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Аннотация: Рассматривается задача построения стабилизирующего управления,
обеспечивающего гашение продольно-поперечных колебаний упругого трубопро-
вода, транспортирующего жидкость. Математическая модель представляет со-
бой систему нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных,
учитывающую продольные и поперечные деформации трубопровода при взаимо-
действии трубопровода с движущейся жидкостью. С помощью метода Галеркина
исходная система сводится к конечномерной системе нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений. Для случая двух базисных функций найдены
условия управляемости по линейному приближению и с помощью функции Ляпу-
нова построено управление с обратной связью, обеспечивающее асимптотическую
устойчивость нулевого решения. Приведены результаты численного моделирова-
ния динамики трубопроводной системы под действием построенного управления.
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1. Введение

Задача построения стабилизирующего управления для трубопровода, транспор-
тирующего жидкость, исследуется по многим причинам. Трубопроводы широко ис-
пользуются не только для транспортировки жидкостей, но и в инженерных прило-
жениях, например в системах охлаждения, операциях дозаправки в воздухе, океан-
ской добыче полезных ископаемых, поэтому результаты исследований могут найти
практическое применение [3, 5, 6]. Обычно, если скорость потока достаточно велика,
устойчивое положение равновесия становится неустойчивым и в системе появляют-
ся самовозбуждающиеся поперечные колебания, а в некоторых случаях и продоль-
ная деформация. Тогда возникает необходимость гасить колебания трубопровода пу-
тем подходящего управляющего воздействия [12–14]. Для стабилизации труб, транс-
портирующих жидкость, предложены многочисленные методы активного управле-
ния [1]. Они основаны на применении различных устройств, генерирующих попе-
речные силы или изгибающие моменты, которые активно воздействуют на систему.
К таким примерам относятся сервомоторы, тем или иным образом соединенные с
трубой [2, 7], пьезоэлектрические элементы, прикрепленные к трубе [4, 8].

2. Постановка задачи

Рассматривается задача построения стабилизирующего управления, обеспечи-
вающего гашение продольно-поперечных колебаний трубопровода. Математическая
модель трубопровода с учётом взаимодействия с жидкостью [9–11] описывается сле-
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дующими нелинейными дифференциальными уравнениями:
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Здесь u(x, t), w(x, t) — продольные и поперечные деформации в сечении x трубопро-
вода в момент времени t; \mu = m0 + m\ast , m0 = \rho F — погонная масса трубопровода,
m\ast = \rho \ast F\ast — погонная масса жидкости; \rho — плотность материала трубопровода; F
— площадь поперечного сечения трубопровода; \rho \ast — плотность жидкости; F\ast — пло-
щадь поперечного сечения, занимаемая жидкостью; \alpha 2, \gamma 2 — коэффициенты демпфи-
рования в материале трубопровода; \alpha 1, \gamma 1 — коэффициенты демпфирования внеш-
них вязкоупругих связей; \alpha 0, \gamma 0 — коэффициенты жёсткости внешних вязкоупругих
связей; E — модуль упругости материала трубопровода; J — момент инерции по-
перечного сечения трубопровода относительно нейтральной оси, перпендикулярной
плоскости колебаний; P (t) — продольная сила; g(x, t) — внешняя распределённая
продольная нагрузка; f(x, t) — внешняя распределённая поперечная нагрузка; U(t)
— скорость жидкости в трубопроводе.

Индексы x и t далее обозначают частные производные по координате x и времени
t соответственно. Коэффициенты \mu , EF , EJ , m\ast , \gamma 0, \gamma 1, \gamma 2, \alpha 0, \alpha 1, \alpha 2 положительны.

Задача. Найти для системы (1) условия существования и вид таких управляю-
щих воздействий g(x, t) и f(x, t), что соответствующее им нулевое решение системы
уравнений u(x, t) = 0, w(x, t) = 0, x \in [ 0, l ] будет асимптотически устойчивым.

3. Построение решений

Для построения решения системы уравнений (1) используется метод Галеркина
и функции u (x, t), w (x, t) записываются в виде

n\sum 
k=1

vk (t) gk (x) ,

где \{ gk(x) = sin k\pi x
l
\} \infty 1 – полная на [0, l] система базисных функций, соответствующих

случаю шарнирного закрепления концов трубопровода

u(0, t) = u(l, t) = 0, w(0, t) = w(l, t) = w\prime \prime (0, t) = w\prime \prime (l, t) = 0.

В случае n = 2 имеем
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l
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l
, w(x, t) = v3(t) sin

\pi x

l
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l

и систему четырех обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го порядка для
функций v1 (t), v2 (t), v3 (t), v4 (t), содержащих управления up1(t, v1, v2), up2(t, v1, v2),
up3(t, v3, v4), up4(t, v3, v4), полученные в результате применения процедуры метода
Галеркина к функциям g(x, t) и f(x, t) соответственно. Для этой системы найдены
условия управляемости по линейному приближению и при помощи функции Ля-
пунова построено стабилизирующее управление. Приведены результаты численного
моделирования поведения трубопроводной системы при заданных параметрах под
действием построенных управлений.
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On the Construction of Stabilizing Control for a
Pipeline System

A.V. Gladun1, P.A. Velmisov2

Ulyanovsk Civil Aviation Institute named after Chief Marshal of Aviation B.P. Bugaev1,
Ulyanovsk State Technical University2

Abstract: The paper considers the problem of constructing stabilizing control that
suppresses the longitudinal-transverse vibrations of an elastic pipeline conveying fluid.
The mathematical model is a system of nonlinear partial differential equations accoun-
ting for the longitudinal and transverse deformations of the pipeline interacting with
the moving fluid. The Galerkin method is used to reduce the original system to a
finite-dimensional system of nonlinear ordinary differential equations. For the case
of two basis functions, controllability conditions for the linear approximation are
obtained, and a Lyapunov-function-based feedback control is constructed that ensures
asymptotic stability of the zero solution. Results of numerical simulation of the
pipeline-system dynamics under the constructed control are presented.

Keywords: elastic pipeline, longitudinal and transverse vibrations, partial differential
equations, Galerkin method, controllability, feedback control, Lyapunov function,
asymptotic stability.
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