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Аннотация: Рассматривается математическая модель механической системы, со-
стоящей из трубопровода и датчика давления, предназначенного для контроля
давления в камере сгорания двигателя. Математическая модель включает нели-
нейные уравнения газовой динамики, учитывающими изменение скорости, плот-
ности, давления и температуры рабочей среды в трубопроводе. С помощью мето-
да Галеркина построено приближенное решение начально-краевой задачи. Про-
ведены численные эксперименты для различных законов изменения давления и
температуры на входе в трубопровод. Получены зависимости от времени переме-
щения чувствительного элемента датчика и распределения температуры вдоль
трубопровода. Исследовано влияние параметров газового потока на динамиче-
ское поведение измерительной системы.
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1. Введение

Датчики давления, применяемые в аэрокосмической и энергетической отраслях
для контроля параметров в камерах сгорания двигателей, функционируют в услови-
ях интенсивных тепловых и динамических нагрузок, что предъявляет повышенные
требования к их надёжности и точности. Математическое моделирование динами-
ческих процессов в системе «трубопровод – датчик давления» основано на системе
нелинейных дифференциальных уравнений газовой динамики, описывающих изме-
нение давления, плотности, температуры и скорости потока. Цель работы – постро-
ение математической модели на основе уравнений газовой динамики и исследование
динамических характеристик системы при различных законах изменения давления и
температуры на входе в трубопровод. Применяется метод Галеркина, позволяющий
свести краевую задачу к системе обыкновенных дифференциальных уравнений. Про-
водится серия численных экспериментов для анализа отклика системы на различные
виды возмущений.

2. Математическая модель

Математическая модель представляет собой систему четырёх уравнений газовой
динамики: \left\{         

\rho (ut + uux) =  - Px,

\rho t + \rho ux + u\rho x = 0,

\rho cv(Tt + uTx) + Pux = kTxx  - \beta (T  - T0),

P = R\rho T.

(1)
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где u(x, t), \rho (x, t), P (x, t), T (x, t) – скорость, плотность, давление, температура рабо-
чей среды в трубопроводе соответственно, x \in (0, l\ast (t)), cv - удельная теплоемкость
при постоянном объеме, R = cp  - cv – универсальная газовая постоянная, k - коэф-
фициент теплопроводности, T0 - температура окружающей среды. В данной работе
коэффициент теплообмена принят равным нулю (\beta = 0).

Система уравнений дополняется граничными условиями, соответствующими фи-
зической постановке задачи:\left\{                   

P (0, t) = P0 + P\ast (t),

u(l\ast (t), t) = \.w(t),

P (l\ast (t), t) = L(w(t)) \equiv m \"w(t) + F (t, w, \.w)

T (0, t) = T\ast (t),

Tx(l\ast (t), t) = 0,

\rho (0, t) = P0+P\ast (t)
RT\ast (t).

\equiv \rho \ast (t)

(2)

где l\ast (t) = l + w(t) - текущее положение поршня, w(t) – его отклонение от поло-
жения равновесия, F - силы реакции и демпфирования системы внешних связей. В
дальнейшем будем считать функцию F линейной: F (t, w, \.w) = \alpha \.w(t) + \gamma w(t). Пер-
вое, четвертое и шестое условия задают законы изменения давления, температуры и
плотности на выходе из камеры сгорания (на входе в трубопровод), второе условие
– условие непротекания на поверхности поршня, пятое условие – условие теплоизо-
ляции внешней поверхности поршня, третье условие – уравнение движения чувстви-
тельного элемента (поршня).

3. Приближенное решение системы методом Галеркина

Для построения приближенного решения системы (1)-(2) применяется метод Га-
леркина. Поскольку четвертое уравнение системы (1) является алгебраическим (урав-
нение состояния), для применения метода Галеркина и последующего решения зада-
чи Коши его целесообразно продифференцировать по времени.

Искомые функции представляются в виде разложений по базисным функциям,
удовлетворяющим граничным условиям (2). В частности, во втором приближении
разложения имеют вид\left\{             

P = P0 + P\ast (t) +
\bigl( 
L(w) - P0  - P\ast (t)

\bigr) x
l\ast 

+ P1(t)x(l\ast  - x) + ...,

T = T\ast (t) + T1(t)
\bigl( 
x2  - 2l\ast x

\bigr) 
+ T1(t)(x

3  - 3
2
l\ast x

2) + ...,

u = u0(t) +
\bigl( 
\.w(t) - u0(t)

\bigr) x
l\ast 

+ u1(t)x(l\ast  - x) + ...,

\rho = \rho \ast (t) + \rho 1(t)x+ \rho 2(t)x(l\ast  - x) + ....

(3)

Согласно методу Галеркина, невязки, полученные после подстановки представле-
ний (3) в систему уравнений (1), ортогонализуются на базисных функциях xn(l\ast  - x),
n \geq 1. В первом приближении получается система из четырех нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций w(t),
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u0(t), T1(t), \rho 1(t):

1

6
l2\ast (L(w(t)) - P0  - P\ast (t)) - 

1

30
l3\ast u

2
0(t)\rho 1(t) - 

1

12
l2\ast u

2
0(t)\rho \ast (t) +

1

30
l3\ast u0(t)\rho 1(t) \.w(t) +

1

12

l2\ast u0(t)\rho \ast (t) \.w(t) +
1

30
l4\ast \.u0(t)\rho 1(t) +

1

12
l3\ast \.u0(t)\rho \ast (t) +

1

20
l4\ast \rho 1(t) \"w(t) +

1

12
l3\ast \rho \ast (t) \"w(t) = 0,

(4)
1

6
l3\ast \.\rho \ast (t) +

1

12
l4\ast \.\rho 1(t) +

1

6
l2\ast \rho \ast (t)( \.w(t) - u0(t)) +

1

6
l3\ast \rho 1(t) \.w(t) = 0, (5)

1

6
l3\ast cv\rho \ast (t) \.T\ast (t) +

1

12
l4\ast cv\rho 1(t) \.T\ast (t) - 

7

60
l5\ast cv\rho \ast (t) \.T1(t) - 

1

15
l6\ast cv\rho 1(t) \.T1(t) - 

 - 7

30
l4\ast cv\rho \ast (t)T1(t) \.w(t) - 

2

15
l5\ast cv\rho 1(t)T1(t) \.w(t) +

1

12
l2\ast 
\bigl( 
L(w(t)) + P0 + P\ast (t)

\bigr) 
\.w(t) - 

 - 1

10
l4\ast cv\rho \ast (t)T1(t)u0(t) - 

1

30
l5\ast cv\rho 1(t)T1(t)u0(t) - 

1

12
l2\ast 
\bigl( 
L(w(t)) + P0 + P\ast (t)

\bigr) 
u0(t)+

+
1

6
l3\ast \beta T\ast (t) - 

7

60
l5\ast \beta T1(t) - 

1

3
l3\ast kT1(t) - 

1

6
l3\ast \beta T0 = 0,

(6)

1

12
l3\ast ( \.L(w(t)) + \.P\ast (t)) - 

1

12
l2\ast (L(w(t)) - P0  - P\ast (t)) \.w(t) - 1

6
Rl3\ast T\ast (t) \.\rho \ast (t)+

+
7

60
Rl5\ast T1(t) \.\rho \ast (t) - 

1

12
Rl4\ast T\ast (t) \.\rho 1(t) +

1

15
Rl6\ast T1(t) \.\rho 1(t) - 

1

6
Rl3\ast 

\.T\ast (t)\rho \ast (t) - 

 - 1

12
Rl4\ast \.T\ast (t)\rho 1(t) +

7

60
Rl5\ast \.T1(t)\rho \ast (t) +

1

15
Rl6\ast \.T1(t)\rho 1(t) +

1

6
Rl4\ast T1(t)\rho \ast (t) \.w(t)+

+
1

10
Rl5\ast T1(t)\rho 1(t) \.w(t) = 0.

(7)

4. Численный эксперимент

Для проведения расчета были заданы следующие параметры в системе СИ: l =
3,m = 0.01, P0 = 101325, \gamma = 108, \alpha = 108, k = 0.022, cv = 717.8, R = 8.31. Начальные
условия: T1(0) = 0, w(0) = 0, \.w(0) = 0, \"w(0) = 0, u0(0) = 0, \rho 1(0) = 0.

На рис. 1 , 2 в качестве примеров представлены графики перемещения поршня
w(t) и температуры на поршне T (l\ast (t), t) при различных законах изменения давления
и температуры на входе в трубопровод.

Рис. 1. P\ast (t) = P0(1 + 0.2 cos(2t)),
T\ast (t) = 1293.15

Рис. 2. P\ast (t) = P0,
T\ast (t) = 1293.15 + 20e - 0.05t sin(t)

Результаты численных экспериментов подтверждают адекватность модели и её
применимость для анализа динамических процессов в измерительной системе.
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Research on the nonlinear dynamics of the pressure
control system

Yu.V. Vybornova1, S.V. Kireev1, P.A. Velmisov1

Ulyanovsk State Technical University1

Abstract: A mathematical model of a mechanical system consisting of a pipeline and
a pressure sensor designed to control the pressure in the engine combustion chamber
is considered. The mathematical model includes nonlinear equations of gas dynamics
that take into account changes in the velocity, density, pressure, and temperature of
the working medium in the pipeline. An approximate solution of the initial-boundary
value problem is constructed using the Galerkin method. Numerical experiments are
conducted for various laws of pressure and temperature changes at the inlet of the
pipeline. The time dependencies of the movement of the sensor’s sensitive element
and the temperature distribution along the pipeline are obtained. The influence of
gas flow parameters on the dynamic behavior of the measurement system has been
studied.

Keywords: pressure sensor, sensitive element, pipeline, gas dynamics, nonlinear oscilla-
tions, Galerkin method, mathematical modeling.
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