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Аннотация: В статье исследуются новые подходы к созданию адаптивных мо-
делей, способных подстраиваться под обновляемые данные. Предлагаемый под-
ход объединяет аналитическую модификацию классических численных методов
с физически информированными нейронными сетями (PINN). При таком под-
ходе строится иерархия приближённых решений в виде функций. Работа мето-
да проиллюстрирована на примере модели процессов в химическом реакторе.
В этой модели параметры задачи вводятся в набор входных переменных. Для
построения приближённого параметрического решения применяется аналитиче-
ская модификация метода Хойна. Численные эксперименты при разных уровнях
включения нейросетевого подхода показывают, что многослойные методы дают
возможность строить более простые модели, не теряя точности, что упрощает их
использование и адаптацию при поступлении новых данных.
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1. Введение

Задачи нахождения приближённого решения дифференциальных уравнений ре-
шались успешно классическими численными методами [1]. Основная сложность при-
менения этих методов к прикладным задачам состоит в том, что модель реального
объекта, данная только в виде дифференциального уравнения, изначально неточна,
и уточнение модели – её численного решения – с помощью использования измерений
затруднено.

В процессе преодоления таких проблем появились методы приближённого реше-
ния дифференциальных уравнений с помощью физически информированных ней-
ронных сетей (PINN) [2, 3]. Однако нейросетевое моделирование требует ресурсоём-
кой процедуры обучения. В работе проведено объединение подхода PINN и подхода,
основанного на аналитической модификации численных методов. В ней продолжа-
ется рассмотрение нового гибридного подхода в создании адаптивных моделей, спо-
собных подстраиваться под обновляемые данные.

Метод продемонстрирован на примере модели, описывающей процессы тепло- и
массо-обмена в химическом реакторе [4]. Предлагаемый подход объединяет анали-
тическую модификацию [5, 6] выбранного численного метода (в частности, метода
Хойна [1]) с физически информированными нейронными сетями.
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2. Постановка задачи. Метод решения

Рассматривается стационарная задача о тепловом взрыве в плоскопараллельном
случае в предположении, что реакция является одностадийной, необратимой, не со-
провождается фазовыми переходами, протекает в неподвижной среде.

Математическая модель химического реактора при указанных допущениях при-
водится в виде нелинейного дифференциального уравнения второго порядка [4]:

d2y

dx2
+ \delta exp(y) = 0, x \in [0, 1], (1)

с краевыми условиями:

dy

dx
(0) = 0, y(1) = 0, (2)

где \delta – параметр задачи, \delta \in [0.1, \delta \ast ], \delta \ast \approx 0, 878458.
Задача (1)-(2) сводится к системе двух обыкновенных дифференциальных урав-

нений: \left\{     
dy

dx
= z(x),

dz

dx
=  - \delta exp (y(x)),

(3)

с краевыми условиями: y\prime (0) = 0, y(1) = 0, z(0) = 0.
Обычно для такой системы строят дискретное численное решение. В данной ра-

боте мы предлагаем альтернативный подход, направленный на построение прибли-
жённого решения в функциональной форме. Мы строим приближённое решение на
переменном интервале: D = [min(x0, x),max(x0, x)]. Комбинированная схема обоб-
щённого метода Хойна представима в следующем виде:

yk+1 = yk + x((1 - u)zk + uzk+1) = yk + xzk  - \delta x2u exp(yk), k = 0, n,

где u – вспомогательный параметр, zk+1 = zk  - \delta x exp(yk), z0 = 0, y0 = u \delta exp(y0),
hk = hk(x), yk = yk(x), y0(x) = y0, тогда приближённое решение представлено в
виде y(x) \approx yn(x). Число n называется числом слоёв модели. Для n = 1 искомое
приближённое решение запишется в виде y(x) = (1 - x2)y0.

Рассматриваем три уровня моделей.
Первый уровень моделей исследуется при y0  - const. Параметр u метода Хойна

находим на основе минимизации функционала ошибки задачи для уравнения хими-
ческого реактора.

Второй уровень моделей исследуется при y0 = y0(\delta ), т.е. состоит в поиске пара-
метра схемы в виде нейросетевой функции параметра задачи.

Третий уровень моделей исследуется при y0 = y0(x, \delta ). При этом параметр схемы
ищется в виде нейросетевой функции двух переменных – параметра задачи и неза-
висимой переменной уравнения. Для этого уровня моделей параметр y0 представлен
в виде нейронной сети:

y0(x, \delta ) =
m\sum 
i=1

civi(x, \delta , ai) + c0,

где vi – базовые функции, ci – обучаемые коэффициенты, ai – дополнительные пара-
метры. Для второго уровня моделей из последней формулы исключается переменная
x.
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Параметры нейронной сети определяются путем минимизации функционала ошиб-
ки, определённого на множестве точек выборки. Основные потери определяются по
формуле:

J =
m\sum 
j=1

(
d2yk
dx2

(Mj) + \delta exp(yk(Mj)))
2,

где Mj = (xj, \delta j), j = 0,m, – случайно сгенерированные точки выборки в области
параметров.

3. Вычислительные эксперименты

Расчеты проведены в области x \in [0, 1], \delta \in [0.1, \delta \ast ]. Результаты исследований
демонстрируют эффективность и гибкость предложенного аналитико-нейросетевого
подхода для решения и моделирования задач с гетерогенными данными, среди ко-
торых могут быть и нелинейные дифференциальные уравнения. Рассмотренный в
данной работе метод позволил получить простые формулы для приближённого ре-
шения задачи (1)-(2). Данные формулы существенно проще формул, полученных
методами, используемыми в работах [2, 3, 5, 6].

4. Заключение

Рассмотренная модельная задача подтверждает вывод о том, что многослойные
методы дают возможность строить более простые модели, не теряя в точности, что
упрощает их использование и адаптацию при поступлении новых данных.
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Abstract: The article explores new approaches to creating adaptive models that can
fit to updated data. The proposed approach combines an analytical modification of
classical numerical methods with physics informed neural networks (PINN). This
approach builds a hierarchy of approximate solutions in the form of functions. The
operation of the method is illustrated by an example of a process model in a chemical
reactor. In this model, the task parameters are entered into a set of input variables.
An analytical modification of Heun’s method is used to construct an approximate
parametric solution. Numerical experiments at different levels of the neural network
approach inclusion show that multilayer methods make it possible to build simpler
models without losing accuracy, which simplifies their use and adaptation when new
data is received.
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