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Аннотация: Реализована физико-информированная нейронная сеть для числен-
ного решения уравнений Навье–Стокса несжимаемой жидкости в двухмерной
постановке. На примере классического вихря Тейлора–Грина проведена оценка
точности и устойчивости метода при различных уровнях зашумления входных
данных, а также выполнено сравнение с методом конечных разностей.
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1. Постановка задачи

Физико-информированные нейронные сети (Physics-Informed Neural Networks, PINNs)
представляют собой бессеточный метод аппроксимации решений дифференциальных
уравнений в частных производных. Искомая функция моделируется нейронной се-
тью, а функция потерь помимо невязки начальных и граничных условий, включает
невязку самого уравнения [1].

Исследуется реализация PINN для задачи двумерного распада вихря Тейлора–
Грина [2]. Рассматривается течение несжимаемой жидкости в квадратной области
с периодическими граничными условиями. Начальное поле скорости задаётся ана-
литическими выражениями u(x, y, 0) = sin x cos y, v(x, y, 0) =  - cosx sin y. Благодаря
линейности уравнений в данном случае существует точное решение. Его наличие де-
лает задачу удобным эталоном для оценки точности и сходимости вычислительных
алгоритмов.

Входными переменными PINN служат пространственные координаты x = (x, y, z)

и время t; выходом – предсказанные поля компонент вектора скорости \^\vec{}u = (\^u, \^v, \^w)

и давления \^p. Cеть реализует отображение [\^\vec{}u(\vec{}x, t; \vec{}\theta ), \^p(\vec{}x, t; \vec{}\theta )] = \scrN \vec{}\theta (\vec{}x, t), где \vec{}\theta –
полный набор обучаемых параметров. Архитектура сети \scrN \vec{}\theta – многослойный персеп-
трон, содержащий 4 скрытых слоя по 256 нейронов в каждом с функцией активации
\sigma (z) = tanh(z).

В оптимизируемый функционал явно включаются невязки уравнений Навье–
Стокса, а также ошибки выполнения начальных и граничных условий. Для этого на
множестве коллокационных точек, случайно распределённых по области \Omega \times [0, T ],
с помощью автоматического дифференцирования вычисляются все частные произ-
водные сетевого предсказания по входам x, y, z, t [3]. Подстановка нейросетевых ап-
проксимаций \^\vec{}u, \^p даёт векторную невязку уравнений моментов

\vec{}RNS(\vec{}x, t; \vec{}\theta ) =
\partial \^\vec{}u

\partial t
+ (\^\vec{}u \cdot \nabla )\^\vec{}u+\nabla \vec{}p - v\bigtriangleup \^\vec{}u

и скалярную невязку уравнения неразрывности Rdiv(\vec{}x, t; \vec{}\theta ) = \nabla \cdot \^\vec{}u. Функция потерь
L(\vec{}\theta ), минимизируемая в процессе обучения, представляет собой взвешенную сумму
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нескольких слагаемых [4]

L(\vec{}\theta ) = \lambda PDELPDE(\vec{}\theta ) + \lambda ICLIC(\vec{}\theta ) + \lambda BCLBC(\vec{}\theta ) + \lambda dataLdata(\vec{}\theta ).

Здесь LPDE(\vec{}\theta ) – невязка уравнений Навье–Стокса, LIC(\vec{}\theta ) – невязка начальных усло-
вий, LBC(\vec{}\theta ) – невязка граничных условий, Ldata(\vec{}\theta ) – невязка аппроксимации анали-
тического решения, вычисляемые соответственно по формулам

LDPE =
1

Nf

Nf\sum 
i=1

\bigl( 
\| \vec{}RNS(\vec{}x

l
f , t

l
f ;
\vec{}\theta )\| 2 + | Rdiv(\vec{}x

l
f , t

l
f ;
\vec{}\theta )| 2
\bigr) 
,

LIC(\vec{}\theta ) =
1

NIC

NIC\sum 
i=1

\| \^\vec{}u(\vec{}xllC , 0; \vec{}\theta ) - \vec{}u0(\vec{}x
l
lC)\| 2,

LBC(\vec{}\theta ) =
1

NBC

NBC\sum 
i=1

\| \^\vec{}u(\vec{}xlbc,1, tibc; \vec{}\theta ) - \^\vec{}u(\vec{}xlbc,2, t
i
bc;
\vec{}\theta )\| 2,

Ldata(\vec{}\theta ) =
1

Nd

Nd\sum 
i=1

\| \^\vec{}u(\vec{}xld, tid; \vec{}\theta ) - \vec{}ulref\| 2.

Для минимизации функционала L(\vec{}\theta ) на начальном этапе применяется оптими-
затор Adam, а затем для тонкой настройки используется квазиньютоновский метод
L-BFGS.

2. Результаты вычислительных экспериментов

Для проведения вычислительных экспериментов использовалась библиотека PyTorch
с поддержкой CUDA. Использованы следующие параметры сети: количество точек
коллокации Nf – 1000, количество точек начальных условий Nic – 500, количество
пар точек для периодических ГУ Nbc – 200.

На рис. 1–2 представлены графики аналитического решения и прогноза PINN,
поля скорости и давления, графики ошибок.

Рис. 1. Сравнение значений скорости параметров u, v, p аналитического решения и прогноза PINN

3. Устойчивость к зашумлённым данным

Чтобы оценить устойчивость PINN к ошибкам во входных данных, в начальные
поля скорости добавлялся гауссовский шум с нулевым средним и возрастающим стан-
дартным отклонением. Для сравнения использовался классический метод конечных
разностей (МКР) на сетке 50\times 50. В качестве метрики точности вычислялась сред-
неквадратичная ошибка (RMSE) между полученным решением и аналитическим. В
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Рис. 2. Сравнение полей скорости, давления и ошибок аналитического решения и PINN

таблице 1 представлено сравнение двух подходов. Относительный рост ошибок для
PINN и метода конечных разностей рассчитан следующим образом

Относительный рост ошибок = (RMSEс шумом)/(RMSEбез шума).

Таблица 1. Сравнение RMSE для PINN и метода конечных разностей

Уровень Абс. значение Отн. рост Абс.значение Отн. рост

шума RMSE PINN RMSE PINN RMSE МКР RMSE МКР

u v p u v p u v p u v p

0.00 0.0074 0.0078 0.0078 – – – 0.0002 0.0002 0.0003 – – –

0.05 0.0189 0.0210 0.0117 2.6 2.7 1.5 0.0026 0.0024 0.0008 13.0 12.0 2.7

0.10 0.0313 0.0331 0.0159 4.2 4.2 2.0 0.0051 0.0049 0.0014 25.5 24.5 4.7

0.20 0.0468 0.0493 0.0205 6.3 6.3 2.6 0.0102 0.0097 0.0028 51.0 48.5 9.3

В отсутствие шума PINN и метод конечных разностей показывают сопоставимую
точность. Однако из таблицы 1 видно, что при увеличении шума ошибка метода ко-
нечных разностей растёт гораздо быстрее, чем ошибка PINN. Таким образом, фи-
зические законы (уравнения Навье–Стокса), заложенные в обучение сети, помогают
сглаживать случайные помехи, не давая им катастрофически нарастать, в отличие
от классического численного метода.
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PINN implementation for the Taylor–Green vortex
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Abstract: A physically-informed neural network for the numerical solution of the
Navier–Stokes equations for an incompressible fluid in a two-dimensional setting
has been implemented. Using the classical Taylor–Green vortex as an example, the
accuracy and stability of the method are assessed for various levels of input data
noise, and a comparison with the finite difference method is made.
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