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Аннотация: В докладе рассматривается структура системы на многомерном то-
ре, получающаяся в результате приведения к треугольному виду линейной систе-
мы 2-го порядка с комплексными квазипериодическими коэффициентами. Опи-
сание этой структуры позволяет сформулировать необходимые и достаточные
условия структурной устойчивости исходной линейной системы. Эти условия
определяются свойствами топологического инвариата потока на торе – вектором
вращения.
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1. Проективное расширение линейной системы

Пусть \bfitvarphi = (\varphi 1, . . . , \varphi m) – угловые координаты на торе \BbbT m, а матрица A(\bfitvarphi ) –
непрерывная функция на торе. Тогда система

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitx = A(\bfitvarphi )\bfitx , \bfitx \in \BbbC 2 (1)

определяет поток на \BbbT m \times \BbbC 2, который называется линейным расширением потока
на торе. Если компонентны вектора \bfitomega рационально независимы, то поток на торе
квазипериодический. Будем считать, что trA(\bfitvarphi ) = 0, так что

A(\bfitvarphi ) = a(\bfitvarphi )

\left(   0  - 1

1 0

\right)   + b(\bfitvarphi )

\left(   0 1

1 0

\right)   + c(\bfitvarphi )

\left(   1 0

0  - 1

\right)   .

Переходя в системе (1) к аффинным координатам z =
x1
x2
, получаем уравнение Рик-

кати с квазипериодическими коэффициетами

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.z = 2c(\bfitvarphi )z  - (b(\bfitvarphi ) + a(\bfitvarphi ))z2 + b(\bfitvarphi ) - a(\bfitvarphi ). (2)

Это уравнение определяет проективный поток, индуцированный линейной системой
(1).

Отображение z \rightarrow 2c(\bfitvarphi )z  - (b(\bfitvarphi ) + a(\bfitvarphi ))z2 + b(\bfitvarphi ) - a(\bfitvarphi ) является конформным

отображением при фиксированном \bfitvarphi . Замена w =
1

z
переводит уравнение (1) в урав-

нение \.w =  - 2c(\bfitvarphi )w  - (b(\bfitvarphi ) - a(\bfitvarphi ))w2 + b(\bfitvarphi ) + a(\bfitvarphi ), которое регулярно в \infty . Любое
конформное отображение сферы Римана является преобразованием Мёбиуса. Таким
отразом, фазовое пространство проективного потока – расслоение \BbbT m \times S2, причем
поток действует на слоях дробно-линейными преобразованиями. Круговое свойство
этих преобразований позволяет установить следующий результат [1].
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Теорема 1. Проективный поток имеет либо одно, либо два минимальных мно-
жества, либо фазовое пространство является дизъюнктным объединением гомео-
морфных друг другу минимальных множеств.

Если проективный поток имеет инвариантный тор, то дальнейшее его исследо-
вание сводится к изучению струтуры потока на инвариантном торе, который имеет
топологический инвариант – число вращения слоя [2]. В общем случае существование
такого инварианта можно доказать с помощью следующей конструкции.

2. SU(2)-расширение системы

Преобразуем систему (1) к треугольному виду с помощью группового расшире-
ния. Подробно алгоритм приведения линейной системы к треугольному виду описан
в [3]. Здесь в качестве группы расширения естественно выбрать компактную группу
унитаных унимодулярных матриц 2-го порядка SU(2). После замены \bfitx = U\bfity , где
U \in \mathrm{S}\mathrm{U}(2), получаем уравнение

U\ast \.U = U\ast A(\bfitvarphi )U  - T (\bfitvarphi , U),

где T (\bfitvarphi , U) – верхнетреугольная матрица с вещественной диагональю. Если

a(\bfitvarphi ) = ar(\bfitvarphi ) + iai(\bfitvarphi ),

b(\bfitvarphi ) = br(\bfitvarphi ) + ibi(\bfitvarphi ),

c(\bfitvarphi ) = cr(\bfitvarphi ) + iai(\bfitvarphi ),

то эрмитова и антиэрмитова части A(\bfitvarphi ) имеют вид

S(\bfitvarphi ) = iai(\bfitvarphi )

\left(   0  - 1

1 0

\right)   + br(\bfitvarphi )

\left(   0 1

1 0

\right)   + cr(\bfitvarphi )

\left(   1 0

0  - 1

\right)   ,

R(\bfitvarphi ) = ar(\bfitvarphi )

\left(   0  - 1

1 0

\right)   + ibi(\bfitvarphi )

\left(   0 1

1 0

\right)   + ici(\bfitvarphi )

\left(   1 0

0  - 1

\right)   .

Тогда U является решением системы

\.\bfitvarphi = \bfitomega , U\ast \.U = U\ast R(\bfitvarphi )U + P \ast (\bfitvarphi , U) - P (\bfitvarphi , U), (3)

где P (\bfitvarphi , U) – верхнетреугольная матрица c чисто мнимой диагональю.
Cистема (3) определяет поток на \BbbT m \times \mathrm{S}\mathrm{U}(2). Сужение этого потока на \BbbT m \times S2

– проективный поток, индуцируемый (1). Запишем уравнения, определяющий этот
поток в сферических координатах. Матрица U \in SU(2) в этих координатах имеет
вид

U =

\left(      
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta 2
2
ei

\theta 1
2 i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\theta 2
2
ei

\theta 1
2

i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\theta 2
2
e - i

\theta 1
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\theta 2
2
e - i

\theta 1
2

\right)      .
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Пусть эрмитова часть матрицы A(\bfitvarphi ) диагональна. Эрмитова матрица подобна ве-
щественной диагональной с помощью унитарного преобразования [4, § 13, теорема
7].

S(\bfitvarphi ) = cr(\bfitvarphi )

\left(   1 0

0  - 1

\right)   .

Тогда система (3) преобразуется в систему на торе \BbbT m+2\left\{     
\.\bfitvarphi = \bfitomega ,
\.\theta 1 = 2ci(\bfitvarphi ),
\.\theta 2 = 2bi(\bfitvarphi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\theta 1) + 2ar(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1  - 2cr(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 2.

(4)

Если матрица A(\bfitvarphi ) вещественная, то есть ci(\bfitvarphi ) \equiv 0, то система (4) сводится к

частному случаю (2) при \theta 1 =
\pi 

2
. Для произвольной матрицы A(\bfitvarphi ) также получим

систему на торе \BbbT m+2.
Итак, анализ структуры системы (1) сводится к изучению ее проективного рас-

ширения. Дифференциальные уравнения, определяющие проективное расширение,
задают неособое векторное поле на торе \BbbT m+2.

Теорема 2. Поток, определяемый системой (4) имеет вектор вращения слоя \bfitrho =
(\rho 1, \rho 2).

Доказательство аналогично доказательству существованию вектора вращения
для систем на торе \BbbT m+2, приведенное в [3].

Рис. 1. Вектор вращения слоя системы вида (4) с параметром \varepsilon в 3-ем уравнении.

На графике зависимости \rho 2 от параметра наблюдаются ступеньки – интервалы
постоянства. Это возможно только в случае, когда вектор (\bfitomega , \rho 2) резонансный. До-
статочно простые рассуждения приводят к справедливости следующего утверждения
в предположении, что вектор \bfitomega , определяющий поток на базе расслоения \BbbT m \times \BbbT 2

фиксирован.

Теорема 3. Система (4) равномерно гиперболична тогда и только тогда, когда \rho 2
принадлежит интервалу постоянства.

236



XVII Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 29-31 июля 2025

В заключение заметим, что имеется пример К. Палмера [5] равномерно гипербо-
лической системы вида (1), которая не приводима к диагональному виду никаким
квазипериодическим преобразованием. Представление уравнений проективного по-
тока в сферических координатах, возможно, прояснит причину этого явления.
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