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Аннотация: В работе рассматривается начально-краевая задача для дифферен-
циальной системы Навье-Стокса, используемой для описания математической
модели так называемых турбулентных процессов транспортировки ньютоновских
жидкостей с определенной вязкостью. Модель предполагает, что жидкость явля-
ется многофазной континуальной средой и обладает сложной внутренней рео-
логией. Отличительной особенностью изучаемого процесса является отсутствие
классического дифференциального уравнения в узловых местах в сетеподобной
области. Представлена оптимизационная задача, актуальная в анализе процессов
переноса сплошных сред по сетеподобному носителю.
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1. Основные обозначения и понятия.

В настоящей работе используются обозначения, понятия и определения, введен-
ные в [1]: \frakJ – открытая область евклидова пространства \mathrm{R}n с границей \partial \frakJ , имеющая
сетеподобную структуру. \frakJ состоит из подобластей \frakJ \mathrm{k} : \frakJ =

\bigcup 
\mathrm{k} \frakJ \mathrm{k}

\bigcup 
l \mathrm{S}l, где \mathrm{S}l –

поверхности, разделяющие подобласти \frakJ \mathrm{k} друг от друга, \mathrm{S}
 - 
l и \mathrm{S}+

l односторонние по-
верхности для \mathrm{S}l, \mathrm{n}

 - 
l , \mathrm{n}

+
l – внешние нормали \mathrm{S} - 

l и \mathrm{S}+
l ; (0, \mathrm{T})(\mathrm{T} < \infty ) – интервал в

\mathrm{R}1. \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}) – пространство Лебега суммируемых с квадратом функций на области
\frakI \mathrm{T} = \frakJ \times (0, \mathrm{T}); \mathrm{W}1

2 (\frakJ \mathrm{T}) – пространство функций из \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}), имеющих обобщенные
производные 1-го порядка также из \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}) (аналогично вводятся соболевские про-
странства \mathrm{L}2(\frakJ ) и \mathrm{W}1

2(\frakJ )). Введем \Omega (\frakJ \mathrm{T}) – множество функций \mathrm{u}(\mathrm{x}, \mathrm{t}) \in \mathrm{W}1
2 (\frakJ \mathrm{T}),

удовлетворяющих соотношениям

\mathrm{Y}| \mathrm{s} - l = \mathrm{Y}| \mathrm{s}+l ,
\sum 
l

\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{n} - 
l

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\mathrm{s} - l

+
\sum 
l

\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{n}+
l

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\mathrm{s}+l

= 0.

Через\mathrm{W}1
2 ( \mathrm{S}l, \frakJ \mathrm{T}) обозначим замыкание множества \Omega (\frakJ \mathrm{T}) по норме\mathrm{W}1

2 (\frakJ \mathrm{T}). Если
в описание элементов множества \Omega (\frakJ \mathrm{T}) добавить их непрерывность по t \in (0, T ) в
норме L2(\frakJ ), то получим пространство \mathrm{V}1

2 ( \mathrm{S}l, \frakJ \mathrm{T}) (детали построения и свойства
этих пространств подробно рассмотрены в работах [2, 3]).

Турбулентное течение многофазной среды по сетеподобному носителю можно
описать формализмами начально-краевой задачи в замкнутой области \frakJ \mathrm{T} для\mathrm{Y}(\mathrm{x}, \mathrm{t}) \in 
\mathrm{V}1

2 ( \mathrm{S}l, \frakJ \mathrm{T}):

\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{t}
 - \mathrm{q}\Delta \mathrm{Y} +

\mathrm{n}\sum 
\mathrm{i}=1

\mathrm{Y}\mathrm{i}
\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{x}\mathrm{i}
= \mathrm{f}, (1)
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\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v} \mathrm{Y} = 0

\Biggl( 
\mathrm{n}\sum 

\mathrm{i}=1

\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{x}\mathrm{i}
= 0

\Biggr) 
, (2)

\mathrm{Y}(\mathrm{x}, 0) = \mathrm{Y}0(\mathrm{x}), \mathrm{x} \in \frakJ , (3)

\partial \mathrm{Y}

\partial \mathrm{x}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial \frakJ T

= \mathrm{v}(\mathrm{x}, \mathrm{t}). (4)

Уравнения (1), (2) – система Навье-Стокса, где \mathrm{q} – коэффициент вязкости много-
фазной среды в сетеподобной области \frakJ ; \Delta – оператор Лапласа, \mathrm{Y} = \{ \mathrm{Y}1,\mathrm{Y}2, . . . ,\mathrm{Y}\mathrm{n}\} ;
\mathrm{f}(\mathrm{x}, \mathrm{t}), \mathrm{v}(\mathrm{x}, \mathrm{t}) \in \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}), \mathrm{Y}0(\mathrm{x}) \in \mathrm{L}2(\frakJ ) – заданные функции.

Определение 1. Слабым (турбулентным) решением начально-краевой задачи (1)-
(4) называется векторная функция \mathrm{Y}(\mathrm{x}, \mathrm{y}) \in \mathrm{V}1

2 ( \mathrm{S}\mathrm{l}, \frakJ \mathrm{T}), удовлетворяющая инте-
гральному тождеству

(\mathrm{Y}(\mathrm{x}, \mathrm{t}), \eta (\mathrm{x}, \mathrm{t})) - 
\int 
\frakJ \mathrm{t}

\mathrm{Y}(\mathrm{x}, \tau )
\partial \eta (\mathrm{x}, \tau )

\partial \tau 
\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{d}\tau + \mathrm{v}

\int \mathrm{t}

0

\rho (\mathrm{Y}, \eta )\mathrm{d}\tau +

\int \mathrm{t}

0

\rho (\mathrm{Y},\mathrm{Y}, \eta )\mathrm{d}\tau =

= (\mathrm{Y}0(\mathrm{x}), \eta (\mathrm{x}, 0)) +

\int 
\partial \frakJ \mathrm{t}

\mathrm{v}(\mathrm{x}, \tau )\eta (\mathrm{x}, \tau )\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{d}\tau +

\int 
\frakJ \mathrm{t}

\mathrm{f}(\mathrm{x}, \tau )\eta (\mathrm{x}, \tau )\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{d}\tau (5)

для любых \mathrm{t} \in [0, \mathrm{T}] и любых \eta (\mathrm{x}, \mathrm{t}) \in \mathrm{W}1
2 ( \mathrm{S}1, \frakJ \mathrm{T}), равных нулю на \partial \frakJ \mathrm{T}, где диффе-

ренциальные формы \rho (\mathrm{u}, \mathrm{v}), \rho (\mathrm{u}, \mathrm{v}, \omega ) имеют следующий вид:

\rho (\mathrm{u}, \mathrm{v}) =
\mathrm{n}\sum 

\mathrm{i},\mathrm{j}=1

\int 
\frakJ 

\partial \mathrm{u}\mathrm{j}

\partial \mathrm{x}\mathrm{i}

\partial \mathrm{v}\mathrm{j}
\partial \mathrm{x}\mathrm{i}

\mathrm{d}\mathrm{x}, \rho (\mathrm{u}, \mathrm{v}, \omega ) =
\mathrm{n}\sum 

\mathrm{i},\mathrm{j}=1

\int 
\frakJ 

\mathrm{u}\mathrm{k}
\partial \mathrm{v}\mathrm{i}
\partial \mathrm{x}\mathrm{k}

\omega \mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{x}

причем функции \mathrm{u}, \mathrm{v}, \omega выбираются так, чтобы соответствующие интегралы схо-
дились.

Теорема 1. Начально-краевая задача (1)-(4) имеет единственное слабое (турбу-
лентное) решение, непрерывно зависящее от исходных данных \mathrm{f}(\mathrm{x}, \mathrm{t}), \mathrm{v}(\mathrm{x}, \mathrm{t}) и \mathrm{Y}0(\mathrm{x}).

Спектральные характеристики оператора Лапласа \Delta служат инструментом для
доказательства теоремы 1.

Достаточные условия однозначной слабой разрешимости начально-краевой зада-
чи (1)-(4) можно получить классическим анализом приближений точного решения с
помощью априорных оценок, вытекающих из энергетического неравенства для норм
решений уравнения Навье-Стокса [1].

2. Задача оптимизации.

Рассмотрим\mathrm{U} = \mathrm{L}2 (\partial \frakI \mathrm{T}) – пространство допустимых граничных функций;\mathrm{Y}(\mathrm{x}, \mathrm{t}) =
\mathrm{Y}(\mathrm{v})(\mathrm{x}, \mathrm{t})  - слабое (турбулентное) решение задачи (1)-(4). Наблюдение за состо-
янием системы \mathrm{Y}(\mathrm{v})(\mathrm{x}, \mathrm{t}) происходит с помощью линейного непрерывного оператора
\mathrm{C}\mathrm{Y}(\mathrm{v})(\mathrm{x}, \mathrm{t}) = \mathrm{Y}(\mathrm{v})(\mathrm{x}, \mathrm{t})| \partial \frakI \mathrm{T} в пространстве наблюдений \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}).

Введем \mathrm{J}(\mathrm{v}) – функционал (функция стоимости или функция штрафа), требую-
щий минимизации на выпуклом замкнутом множестве \mathrm{U}\partial \subset \mathrm{U}, он имеет вид:

\mathrm{J}(\mathrm{v}) = | | \mathrm{C}\mathrm{Y}(\mathrm{v})(\mathrm{x}, \mathrm{t}) - \mathrm{z}0(\mathrm{x}, \mathrm{t})| | 2\mathrm{L}2(\partial \Gamma \mathrm{T})
+ (\mathrm{N}\mathrm{v}, \mathrm{v})\mathrm{U} (6)

где \mathrm{N} : \mathrm{U} \rightarrow \mathrm{U} – линейный непрерывный эрмитов оператор, (\mathrm{N}\mathrm{v}, \mathrm{v})\mathrm{U} \geq \varsigma | | \mathrm{v}| | U (\varsigma >
0 - const); \mathrm{z}0(\mathrm{x}, \mathrm{t}) \in \mathrm{L}2 (\frakJ \mathrm{T}) – заданное наблюдение [4].
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Оптимизационная задача для дифференциальной системы (1)-(4) заключается в
отыскании \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\mathrm{v}\in \mathrm{U}\partial 

\mathrm{J}(\mathrm{v}).

В работе [1] представлен алгоритм построения решения оптимизационной задачи.
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The task of optimizing the turbulent flows of

multiphase media by itself is a similar carrier

I.V. Perova

Voronezh State University

Abstract: The paper considers an initial boundary value problem for the Navier-Stokes
differential system used to describe a mathematical model of the so-called turbulent
processes of transportation of Newtonian fluids with a certain viscosity. The model
assumes that the liquid is a multiphase continuum medium and it has a complex
internal rheology. A distinctive feature of the process under study is the absence of
a classical differential equation at the nodal points in the network-like region. An
optimization problem is presented that is relevant in the analysis of the processes of
transferring continuous media over a network-like medium.

Keywords: initial boundary value problem, turbulent flow, weak solution in similar
objects, optimization problem.
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