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Аннотация: Исследуются частичная устойчивость линейных систем дифферен-
циальных уравнений с постоянными коэффициентами. Используя алгебраиче-
ские и геометрические свойства суммы циклических подпространств линейно-
го оператора, частично определяющего динамику системы, получены условия
устойчивости относительно заданной части координат фазового вектора. Суще-
ствования инвариантного подпространства линейного оператора позволяет све-
сти задачу частичной устойчивости к анализу устойчивости выделенной подси-
стемы.
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1. Устойчивость линейных систем относительно заданной части
координат фазового вектора

В данной работе представлены исследования, являющиеся развитием результатов
[1] и опирающиеся на идеи, изложенные в [2–4]. Статья посвящена исследованию
частичной устойчивости линейных систем.

1.1. Постановка задачи.

Пусть поведение объекта описывается системой дифференциальных уравнений
вида

dx

dt
= A\ast x(t), (1)

где x \in Rn, A\ast \in Rn\times n. Требуется исследовать устойчивость системы (1) относитель-
но первых двух компонент фазового вектора x.

Учитывая это, представим фазовый вектор x в виде x = (y, z), y \in R2, z \in Rp, n =
2 + p.

Тогда система (1) представима в виде\left\{           
dy1
dt

= a11y1 + a12y2 + b1z,

dy2
dt

= a21y1 + a22y2 + b2z,

dz

dt
= c1y1 + c2y2 +Dz,

(2)

где y1, y2 \in R, z \in Rp, aij \in R, bj \in R1\times p, ci \in Rp\times 1, D \in Rp\times p, i, j \in \{ 1, 2\} .
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1.2. Решение задачи.

Рассмотрим линейные операторы

\scrD : Rp \rightarrow Rp, \scrD \ast : Rp\ast \rightarrow Rp\ast ,

где Rp\ast  - сопряженное пространство к Rp, \scrD \ast  - сопряженный оператор к оператору
\scrD . При этом будем предполагать, что в стандартном базисе пространства Rp линей-
ный оператор \scrD имеет матрицу D.

Введем в рассмотрение функционалы b\ast 1 = b1\xi и b\ast 2 = b2\xi из линейного простран-
ства Rp\ast .

Рассмотрим циклические подпространства U\ast 
b\ast 1
и U\ast 

b\ast 2
линейного оператора \scrD \ast ,

порождаемые элементами b\ast 1 и b
\ast 
2:

U\ast 
b\ast 1
=
\bigl\langle 
b\ast 1,\scrD \ast b\ast 1, . . . ,\scrD \ast p1 - 1b\ast 1

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}U\ast 

b\ast 1
= p1,

U\ast 
b\ast 2
=
\bigl\langle 
b\ast 2,\scrD \ast b\ast 2, . . . ,\scrD \ast p2 - 1b\ast 2

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}U\ast 

b\ast 2
= p2.

Таким образом, минимальные аннулирующие многочлены функционалов b\ast 1 и b
\ast 
2 име-

ют, соответственно, вид

\sigma b\ast 1(\lambda ) = \lambda p1 + \alpha p1\lambda 
p1 - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 2\lambda + \alpha 1,

\sigma b\ast 2(\lambda ) = \lambda p2 + \beta p2\lambda 
p2 - 1 + \cdot \cdot \cdot + \beta 2\lambda + \beta 1.

Предположение 1. Если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}
\Bigl( 
U\ast 
b\ast 1
+ U\ast 

b\ast 2

\Bigr) 
= s < p, то существует линейное невы-

рожденное преобразование z = Sz приводящую систему (2) к виду:

dy1
dt

= a11y1 + a12y2 + z1,

dy2
dt

= a11y1 + a22y2 + zp1+1,

dz1

dt
= c11y1 + c12y2 +D11z

1,

dz2

dt
= c21y1 + c22y2 +D21z

1 +D22z
2,

(3)

где z1 \in Rs, z2 \in Rp - s, а cij, Dij, i, j \in \{ 1, 2\} – матрицы соответствующих разме-
ров.

Предположение 2. Для того, чтобы система (2) была y-устойчивой, необходимо
и достаточно, чтобы система\left\{                 

dy1
dt

= a11y1 + a12y2 + z1,

dy2
dt

= a11y1 + a22y2 + zp1+1,

dz1

dt
= c11y1 + c12y2 +D11z

1,

(4)

была устойчивой относительно всех переменных.

Следствие 1. Если s = p, то для того, чтобы система (2) была y-устойчивой,
необходимо и достаточно, чтобы эта система была устойчивой.
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2. Пример

Пусть динамика исследуемой на частичную устойчивость система задана матри-
цей A\ast так, что y \in \BbbR 2, z \in \BbbR 5, n = 7, p = 5, где

A\ast =

\left(                    

a11 a12 2
3

5

1

10
 - 3

2
 - 21

10

a21 a22 2
2

5
 - 1

10
 - 3

2
 - 29

10

2 4  - 3  - 6

5

4

5
6

41

5

1 2  - 8
13

5
 - 2

5
6

32

5

 - 1  - 2 6
4

5

14

5
 - 5  - 34

5

3 6  - 6  - 8

5

7

5
10

53

5

0 0  - 2
2

5
 - 3

5
1

13

5

\right)                    

,

D =

\left(         

9  - 23  - 46 8

 - 3 5 22 16

 - 6  - 2  - 10  - 4

 - 15 19 38  - 10

\right)         
.

Таким образом, исследуется устойчивость системы относительно первых двух
компонент фазового вектора x \in \BbbR 7.

Тогда функционалы

b\ast 1 = 2\xi 1 +
3

5
\xi 2 +

1

10
\xi 3  - 

3

2
\xi 4  - 

21

10
\xi 5 и b

\ast 
2 = 2\xi 1 +

2

5
\xi 2  - 

1

10
\xi 3  - 

3

2
\xi 4  - 

29

10
\xi 5

являются образующими векторами инвариантных циклических подпространств, со-
ответственно,

U\ast 
b\ast 1
=

\biggl\langle 
2\xi 1 +

3

5
\xi 2 +

1

10
\xi 3  - 

3

2
\xi 4  - 

21

10
\xi 5, 3\xi 1 +

4

5
\xi 2 +

4

5
\xi 3  - 2\xi 4  - 

9

5
\xi 5, 5\xi 1 +

8

5
\xi 2 +

13

5
\xi 3 - 

 - 3\xi 4
8

5
\xi 5

\biggr\rangle 
,

U\ast 
b\ast 2
=

\biggl\langle 
2\xi 1 +

2

5
\xi 2  - 

1

10
\xi 3  - 

3

2
\xi 4  - 

29

10
\xi 5, 5\xi 1  - 

1

5
\xi 2 +

4

5
\xi 3  - 3\xi 4  - 

19

5
\xi 5

\biggr\rangle 
,

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}U\ast 
b\ast 1
= 3, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}U\ast 

b\ast 2
= 2, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}

\Bigl( 
U\ast 
b\ast 1
+ U\ast 

b\ast 2

\Bigr) 
= 4 < 5 = p. (5)
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Искомое невырожденное преобразование имеет вид

z =

\left(             

2
3

5

1

10
 - 3

2
 - 21

10

3
4

5

4

5
 - 2  - 9

5

5
8

5

13

5
 - 3  - 8

5

2
2

5
 - 1

10
 - 3

2
 - 29

10

0 0 0 1 0

\right)             
z.

Тогда, применяя это преобразование, приходим к системе, матрица которой имеет
вид

A\prime 
\ast =

\left(                    

a11 a12 1 0 0 0 0

a21 a22 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 6  - 11 6 0 0

0 0  - 9
15

2
 - 3

2
4 0

3 6  - 4 2 0  - 2 5

\right)                    

.

Таким образом, исследование устойчивости исходной системы по отношению к
переменным y1 и y2 сводится к исследованию устойчивости системы относительно
всех переменных, матрица которой имеет вид:

A\prime \prime 
\ast =

\left(                

a11 a12 1 0 0 0

a21 a22 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 6  - 11 6 0

0 0  - 9
15

2
 - 3

2
4

\right)                
.

Заметим, что в этом случае исходная задача как бы разбивается на две подзадачи
меньших размерностей. При этом, необходимым условием y-устойчивости является
устойчивость выделенной подсистемы по переменным z1, z2, z3, z4. Но в данном
случае видим, что эта система неустойчива. Этого достаточно, чтобы утверждать,
что исходная система не является y-устойчивой.
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Abstract: Partial stability of linear systems of differential equations with constant
coefficients is investigated. Using the algebraic and geometric properties of the sum
of cyclic subspaces of a linear operator that partially determines the dynamics of the
system, stability conditions with respect to a given part of the coordinates of the
phase vector are obtained. The existence of an invariant subspace of a linear operator
allows us to reduce the problem of partial stability to the analysis of the stability of
a selected subsystem.
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