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Аннотация: Предложено развитие метода параметризации для задач оптималь-
ного управления, описываемых системой дифференциальных уравнений и терми-
нальными ограничениями. Рассмотрен случай многомерного вектора управлений
и независимой параметризации координат управления. Разработаны алгоритмы
для вычисления производных первого и второго порядка в задаче нелинейного
программирования, порожденной параметризацией управляющих функций.
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1. Постановка

Поиск оптимального управления нелинейными динамическими системами воз-
никает при построении моделей в различных областях науки, техники, технологии,
социальных системах и др. [1]. Для решения соответствующих задач наиболее часто
применяются численные методы [1–3]. В настоящей работе для задач оптимального
управления с многомерным вектором управления развивается метод параметриза-
ции [1, 4, 5] на случай применения методов второго порядка.

Рассмотрим задачу оптимального управления, представленную автономной си-
стемой дифференциальных уравнений, терминальными ограничениями, терминаль-
ным функционалом и фиксированным начальным состоянием:

\.x = f(x(t), u(t)), x(t0) = x0, (1)

u(t) \in U, t0 \leqslant t \leqslant T, (2)\left\{     gl(x(T )) = 0, l = 1,m1,

gl(x(T )) \leqslant 0, l = m1 + 1,m,
(3)

J = g0(x(T )) \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} . (4)

Здесь x – вектор фазовых переменных (x \in \BbbR n), u – вектор управления (u \in \BbbR r).
Терминальные функции gl(z), 1 \leqslant l \leqslant m, z \in \BbbR n, и функции fi(x, u), 1 \leqslant i \leqslant n,
дважды непрерывно дифференцируемы по своим аргументам. Фазовая траектория
и управление рассматривается при t0 \leqslant t \leqslant T. Конечный момент T является либо
фиксированным, либо свободным, но при этом ограничен некоторой величиной T \ast 

сверху.
*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-28-00542,

https://rscf.ru/project/24-28-00542/.
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Предполагается, что множество допустимых значений управления U \subset \BbbR r явля-
ется выпуклым связным компактом; каждому управлению u(t), удовлетворяющему
(2), отвечает траектория x(t) системы (1), определенная на [t0, T ]; задача (1)-(4) раз-
решима в классе кусочно-непрерывных функций u(t), t \in [t0, T ].

2. Параметризация

Введем r независимых разбиений отрезка [t0;T ] :

t0 \leq t\mu 1 \leqslant . . . \leqslant t\mu N\mu \equiv T, 1 \leqslant \mu \leqslant r. (5)

На отрезках каждого разбиения \mu (\mu = 1, r) закрепим структуру соответствую-
щего управления u\mu :

u\mu (t) = uk\mu (t; v
k
\mu ), t\mu (k - 1) \leq t < t\mu k, k = 1, N\mu . (6)

Здесь vk\mu \in \BbbR d(k,\mu ) – вектор параметров.
Введем вектор параметров wk\mu = (t\mu k, v

k
\mu ) \equiv (wk\mu ,0, w

k
\mu ,1, . . . , w

k
\mu ,d(k,\mu )). Если в задачу

Коши (1) подставить управление (5), (6), то получаемое решение x(t) представляется
функцией z(t;w1

1, . . . , w
N1
1 , w1

2, . . . , w
N2
2 , . . . , w1

r , . . . , w
Nr
r ).

Введем обозначение w\mu = (w1
\mu , w

2
\mu , . . . , w

N\mu 
\mu ) (1 \leqslant \mu \leqslant r) и определим функции

\varphi l(w1, w2, . . . , wr) = gl(z(T ;w1, w2, . . . , wr)). (7)

В этом случае исходная задача (1)-(4) аппроксимируется задачей нелинейного
программирования:

\varphi 0(w1, w2, . . . , wr) \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} при ограничениях (8)

\varphi l(w1, w2, . . . , wr) = 0, 1 \leqslant l \leqslant m1, (9)

\varphi l(w1, w2, . . . , wr) \leqslant 0, m1 + 1 \leqslant l \leqslant m, (10)

W = \{ wk\mu : wk - 1
\mu ,0 \leq wk\mu ,0, u

k
\mu (t; v

k
\mu ) \in U, wk - 1

\mu ,0 \leq t \leq wk\mu ,0, (11)

k = 1, N\mu ; w0
\mu ,0 = t0, w

N\mu 

\mu ,0 \equiv T \leq T \ast , \mu = 1, r.\} . (12)

Для эффективного решения задачи нелинейного программирования (8) требуется
применения методов первого и второго порядка с вычислением соответствующих
производных функций \varphi l(w1, w2, . . . , wr), 0 \leqslant l \leqslant m.

Поскольку функции (7) заданы опосредованно, вычисление производных функ-
ций (7) сводится к отдельному алгоритму. Алгоритм вычисления производных вклю-
чает в себя решение задачи Коши для сопряженных переменных, решение задачи
Коши для матричного импульса, применение функции Понтрягина.
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Abstract: The development of the parameterization method for optimal control prob-
lems described by a system of differential equations and terminal constraints is carried
out. The case of a multidimensional control vector and independent parameterization
of control coordinates is considered. Algorithms are derived for calculating first-
and second-order derivatives in a nonlinear programming problem generated by the
parameterization of control functions.
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