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Аннотация: Излагается теория ортогональных сплайнов и ее применение в сме-
шанных вариационно-сеточных методах решения краевых задач механики де-
формируемого твердого тела, основанных на вариационном принципе Рейссне-
ра. Рассматривается ортогонализация кубических сплайнов Шенберга с помо-
щью авторской геометрической процедуры, не изменяющей, в отличие от проце-
дуры ортогонализации Грама-Шмидта, конечные носители сплайнов. Обсужда-
ются результаты ортогонализации сплайнов Шенберга третьей степени с помо-
щью четырех вспомогательных сплайнов Шенберга. Получены оценки погрешно-
сти аппроксимации любой функции трех пространств Соболева ортогональными
сплайнами Шенберга. Предлагается использование ортогональных кубических
сплайнов Шенберга при решении краевых задач, связанных с системами диффе-
ренциальных уравнений в частных производных.
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1. Обзор теории ортогональных сплайнов. Ортогонализация ку-
бических сплайнов Шенберга

Дается описание ортогональных сплайнов одного, двух и трех аргументов, а так-
же смешанных вариационных принципов, лежащих в основе алгоритмов смешанных
вариационно-сеточных методов. Рассматривается применение авторской геометриче-
ской процедуры ортогонализации сплайнов [1] к кубическим сплайнам Шенберга [2],
не изменяющей, в отличие от процедуры ортогонализации Грама-Шмидта, конечные
носители сплайнов. В статье [3] показано, что в случае использования ступенчатых
функций для модификации материнского сплайна Шенберга третьей степени дости-
гается возможность ортогонализации системы сплайнов, порождаемой материнским
сплайном на сетке. В статье [3] найдены несколько вариантов ортогонализации ку-
бических сплайнов Шенберга ступенчатыми функциями с действительными и ком-
плексными коэффициентами, а также только с действительными коэффициентами.
Показано, что для ортогонализации сплайнов Шенберга достаточно использовать
только четыре ступенчатые функции. В статье [3] доказана теорема о порядке ап-
проксимации любой функции пространства Соболева линейными комбинациями по-
строенных ортогональных сплайнов Шенберга, который является более низким, чем
для неортогональных сплайнов Шенберга. Полученные в статье [3] ортогональные
сплайны Шенберга имеют разрывы первого рода, что снижает их аппроксимативные
свойства. Обсуждаются результаты исследований в случае использования для орто-
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гонализации сплайнов Шенберга третьей степени четырех вспомогательных сплай-
нов Шенберга, имеющих размеры конечных носителей в пять раз меньше размера
конечного носителя материнского сплайна Шенберга. При этом учитываются ре-
зультаты, полученные в статье [3]. Доказывается, что порядок аппроксимации лю-
бой функции пространства Соболева линейными комбинациями модифицированных
сплайнов Шенберга не уменьшается в результате такой ортогонализации по срав-
нению с порядком аппроксимации линейными комбинациями классических неорто-
гональных сплайнов Шенберга третьей степени. Построенный модифицированный
материнский кубический сплайн Шенберга, в отличие от сплайна Шенберга [3], мо-
дифицированного ступенчатыми функциями, является непрерывной функцией, у ко-
торой нет разрывов первой и второй производных, т.е. его гладкость значительно
выше.

2. О применении ортогональных кубических сплайновШенбер-
га при решении краевых задач

Показано, что погрешность аппроксимации любой функции пространства Со-
болева W 0

2 ортогональными сплайнами Шенберга имеет порядок h4. Погрешность
аппроксимации любой функции пространства Соболева W 1

2 и ее первой производной
ортогональными сплайнами Шенберга имеет порядок h3. Погрешность аппроксима-
ции любой функции пространства Соболева W 2

2 , а также ее первой и второй произ-
водных, имеет порядок h2. Эти оценки характеризуют высокую точность аппрокси-
мации, которая, совместно с высокой гладкостью сплайнов, создает предпосылки для
эффективного применения линейных комбинаций ортогональных сплайнов Шенбер-
га третьей степени, как для непосредственной аппроксимации функций, так и для
аппроксимации искомых решений краевых задач.

Предлагается использование ортогональных кубических сплайнов Шенберга при
решении краевых задач механики деформируемого твердого тела, связанных с систе-
мами дифференциальных уравнений в частных производных. Ортогональные сплай-
ны Шенберга третьей степени, полученные модификацией четырьмя вспомогатель-
ными сплайнами Шенберга с уменьшенными по размерам конечными носителями,
являются вкладом в общую теорию сплайнов и в теорию ортогональных сплайнов [1],
и порождают новые возможности при построении алгоритмов вариационно-сеточных
методов, основанных на вариационных принципах Рейсснера и Ху-Вашицу [1].

В частности, применение ортогональных сплайнов Шенберга третьей степени
в таких алгоритмах создает предпосылки для повышения фактической точности
аппроксимаций искомых решений краевых задач и для увеличения скорости схо-
димости приближенных решений. Кроме того, ортогональность сплайнов Шенбер-
га третьей степени позволяет исключить при этом узловые неизвестные, соответ-
ствующие силовым факторам и деформациям, до начала решения глобальной систе-
мы вариационно-сеточных уравнений на компьютере, что делает такие смешанные
вариационно-сеточные методы сравнимыми по вычислительным затратам на отыска-
ние приближенных решений с численными методами, основанными на вариационном
принципе Лагранжа.
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Abstract: The theory of orthogonal splines and its application in mixed variational-
grid methods for solving boundary value problems of deformable solid mechanics
based on the Reissner variational principle are described. The orthogonalization of
Schoenberg cubic spline is considered using the author’s geometric procedure, which
does not change the finite supports of the splines, unlike the Gram-Schmidt orthogona-
lization procedure. The results of orthogonalization of Schoenberg splines of the
third degree using of auxiliary Schoenberg splines are discussed. Estimates of the
approximation error of any function of three Sobolev spaces by orthogonal Schoenberg
splines are obtained. The use of orthogonal cubic Schoenberg splines in solving boundary
value problems related to systems of partial differential equations is proposed.
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