
XVII Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 29-31 июля 2025

УДК 519.65; 519.62; 517.521

Приближение производной функции

коэффициентами Фурье

Кузьмичев Н.Д.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: Приведено доказательство теоремы, согласно которой производную
функции, принадлежащей классу Гёльдера-Липшица C\alpha (G), можно с любой
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1. Введение

В экспериментальной физике, технике и при математическом моделировании яв-
лений с помощью дифференциальных уравнений необходимо иметь не только ис-
следуемую зависимость, но и её производные. Например, в эксперименте измеряют
зависимости гармоник исследуемой физической характеристики при гармоническом
и статическом воздействиях на изучаемый объект. Тогда возникает задача восста-
новления изучаемой характеристики и ее производных из найденных зависимостей
фурье-гармоник. На этот случай разработаны основы метода модуляционного ана-
лиза Фурье [1, 2-5], но ряд положений требуют расширения на более широкий класс
функций.

2. Теорема об приближение производной функции, принадле-
жащей классу Гёльдера-Липшица её коэффициентами Фу-
рье для гармонически модулированного аргумента

Теорема 1. Любую производную f \prime (y) функции f(y), принадлежащую классу Гёльдера-
Липшица C\alpha на некотором множестве G, можно аппроксимировать с любой на-
перёд заданной точностью \varepsilon следующей конечной суммой коэффициентов её ряда
Фурье для гармонически модулированного аргумента y = x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1h

N\sum 
n=1

( - 1)n - 1(2n - 1)A2n - 1(x, h) - f \prime (x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

h – амплитуда модуляции, t \in [ - \pi , \pi ], x \in [a, b], y \in [a - h, b+ h] = G и

Am(x, h) =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(mt)dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что функция f(y) имеет производную
f \prime (y) принадлежащую классу Гёльдера-Липшица [6, 7] на некотором множестве G:
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f \prime (y) \in C\alpha (0 < \alpha \leq 1). Аргумент y заставим изменяться по гармоническому закону
y(t) = x + hcost, t \in [ - \pi , \pi ]. Тогда, если x \in [a, b], то y \in G = [a  - h, b + h]. Здесь
h – амплитуда модуляции. Суперпозиция функций f(y(t)) удовлетворяет условию:
f( - \pi ) = f(\pi ) для любых x \in [a, b]. Из выше отмеченных условий следует, что ряд
Фурье функции f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) сходится равномерно для любых x \in [a, b] [6-8]:

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) =
A0(x, h)

2
+

\infty \sum 
n=1

An(x, h) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt). (1)

Левую и правую часть (1) продифференцируем по t и положим t =
\pi 

2
:

hf \prime (x) =
\infty \sum 
n=1

( - 1)n - 1(2n - 1)A2n - 1(x, h). (2)

Докажем справедливость выражения (2). Рассмотрим следующую сумму состав-

ленную из коэффициентовAn(x, h) =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 
f(x+h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt =

2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt:

hf \prime 
N(x) =

N\sum 
n=1

( - 1)n - 1A2n - 1(x, h) =

=
2

\pi 

\int \pi 

0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))
N\sum 
n=1

( - 1)n - 1(2n - 1)\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}[(2n - 1)t]dt. (3)

Подынтегральную сумму (3), состоящую из косинусов нечётной кратности, про-
суммируем. В результате получим следующий интеграл:

hf \prime 
N(x) =

2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))KN(t)dt. (4)

В выражении (4) интегральное ядро KN(t) имеет вид:

KN(t) =
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[(2N + 1)(t+ \pi 

2
)]

2(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))2
+ ( - 1)N+1(2N + 1)

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2Nt)

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)
.

Отметим, что
2

\pi 

\pi \int 
0

KN(t)dt = 0. Учитывая данное замечание, формулу (4) запи-

шем в виде:

hf \prime 
N(x) =

2

\pi 

\pi \int 
0

[f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) - f(x)]KN(t)dt. (5)

Рассмотрим интеграл (5) с первым членом ядра KN(t) и применим к нему фор-
мулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. Тогда получим:

2

\pi 

\pi \int 
0

f \prime (x+\Theta h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[(2N + 1)(t+ \pi 

2
)]

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)
dt.
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Здесь \Theta = \Theta (h) и 0 < \Theta (h) < 1. Интеграл
1

\pi 

\pi \int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[(2N + 1)(t+ \pi 
2
)]

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)
dt = 1 [5, 6].

Значит, мы можем записать с учетом сказанного выше следующую формулу:

f \prime 
N(x) - f \prime (x) =

2

\pi 

\pi \int 
0

[f \prime (x+\Theta h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)) - f \prime (x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[(2N + 1)(t+ \pi 

2
)]

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)
dt. (6)

Введем новую переменную z = t+ \pi 
2
, и в силу периодичности подынтегрального

выражения, сместим пределы интегрирования (6):

1

\pi 

\pi /2\int 
 - \pi /2

[f \prime (x+\Theta h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(t)) - f \prime (x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz. (7)

Данный интеграл при N \rightarrow \infty стремится к 0 [5, 6], т.е. для любого сколь угодно

малого числа
\varepsilon 

2
можно указать номер N1 > N такой, что модуль интеграла (7) будет

меньше
\varepsilon 

2
.

Теперь рассмотрим интеграл (2.5) со вторым членом ядра KN(t) и также приме-
ним формулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. Получим:

2N + 1

\pi 
( - 1)N+1

\pi \int 
0

f \prime (x+ h\Theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2Nt)dz. (8)

Интеграл
\pi \int 
0

f \prime (x+ h\Theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2Nt)dz при N \rightarrow \infty стремиться к 0, так как по

условию теоремы f \prime (y) \in C\alpha и является коэффициентом Фурье порядка 2N подынте-

гральной функции f \prime (x+h\Theta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)), который имеет порядок убывания O

\biggl( 
1

(2N)1+\alpha 

\biggr) 
[8]. В целом, с учетом множителя (2N + 1) перед интегралом в выражении (8), по-

лучим, что данное выражение стремится к 0, как O

\biggl( 
1

(2N)\alpha 

\biggr) 
. Значит, для любого

сколь угодно малого числа
\varepsilon 

2
можно указать номер N2 > N такой, что модуль выра-

жения (8) будет меньше
\varepsilon 

2
. В итоге, объединяя две выведенные оценки, мы получили,

что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f \prime (x) - 2

\pi h

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))

\biggl\{ 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[(2N + 1)(t+ \pi 

2
)]

2(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t))2
+ ( - 1)N+1(2N + 1)

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2Nt)

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(t)

\biggr\} 
dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Из этого следует, что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1h
N\sum 
n=1

( - 1)n - 1(2n - 1)A2n - 1(x, h) - f \prime (x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Таким образом, если производная функции f \prime (y) принадлежит классу Гёльдера-
Липшица (f \prime (y) \in C\alpha (0 < \alpha \leq 1)) , то её можно аппроксимировать с любой наперёд
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заданной точностью \varepsilon следующей конечной суммой коэффициентов ряда Фурье за-
висящей от параметра x (x \in [a, b], y \in [a - h, b+ h]):

f \prime (x) \approx f \prime 
N(x) =

1

h

N\sum 
n=1

( - 1)n - 1(2n - 1)A2n - 1(x, h). (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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Approximation of the derivative of a function by

Fourier coefficients

N.D. Kuzmichev
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Abstract: The theorem’s proof is given according to which the derivative of a function
belonging to the Helder-Lipschitz class C\alpha (G) can be approximated with any pre-
determined accuracy by a finite sum of its odd Fourier coefficients for a harmonically
modulated argument.

Keywords: the Gelder-Lipschitz class, a harmonically modulated argument, the dependence
of the Fourier coefficients, approximation of the derivative of a function.
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