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нить ошибку задачи восстановления производных экспериментально исследуемой
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1. Введение

В экспериментальной физике, приборостроении, радиотехнике и других прило-
жениях часто возникает задача восстановления исследуемой зависимости и ее про-
изводных из фурье гармоник возникающих при наложении на объект исследования
статического и гармонического воздействий. Подобные задачи находят свое приме-
нение в физике полупроводников, сверхпроводимости, ЭПР спектроскопии и др. Для
этих целей был разработан метод модуляционного анализа Фурье [1-3]. Но, несмотря
на это, ряд положений указанного метода требуют более строгого математического
обоснования.

2. Оценки точности восстановления производных зависимости
из экспериментально определенных коэффициент Фурье

Как было отмечено во введении, при экспериментальном исследовании некоторой
зависимости физического процесса часто приходится регистрировать первую и выс-
шие гармоники исследуемой зависимости вместо непосредственного ее измерения.
При этом возникает задача восстановления зависимости из ее гармоник. Как прави-
ло, исследователи регистрируют несколько гармоник с определенной ошибкой изме-
рения и по ним восстанавливают требуемую зависимость. Предварительные оценки
точности восстановления были выполнены в работах [2, 3].

Рассмотрим функцию f(z) и допустим, что z меняется по гармоническому закону
z(t) = x + h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, где x \in [a, b], z \in [a - h, b + h] и t \in [ - \pi , \pi ]. Тогда, при выполнении
некоторых условий, функция f(z(t)) будет соответствовать ряд Фурье [3]:

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) =
A0(x, h)

2
+

\infty \sum 
k=1

Ak(x, h) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(kt). (2.1)

Здесь Ak(x, h) =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(kt)dt.

Если зависимость (функция) f(z) имеет производную (m + 1) порядка удовле-
творяющую, например, условиям Дирихле [4, 5], т.е. (m + 1)-ая производная имеет
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конечное число разрывов первого рода и кусочно монотонна,то этом случае сходятся

ряды
\infty \sum 
k=0

km| Ak| ,
\infty \sum 
k=0

( - 1)k(2k + 1)A2k+1 и
\infty \sum 
k=0

( - 1)k(2k + 2)2A2k+2.

Последние два ряда, составленные из коэффициентов Фурье ряда (2.1), опреде-
ляют первую f \prime (x) и вторую f \prime \prime (x) производные соответственно [3]. Найдем ошиб-
ки возникающие при аппроксимации их конечными суммами коэффициентов Фурье
Ak(x, h).

Пусть нам необходимо определить производную зависимости, имея в своем ар-
сенале N экспериментально определенных зависимостей амплитуд гармоник (коэф-
фициентов Фурье Ak(x, h)) Uk(x, h) (k = 1, N). Допустим, что абсолютная экспе-
риментальная ошибка \delta k определения амплитуды гармоники Uk убывает с ростом
номера k по закону: \delta k \leq 

c1
k2+\sigma 

. Здесь числа c1 (например, абсолютная ошибка опре-

деления U1) и \sigma > 0. Для функции у которой производная порядка m принадле-
жит классу Гёльдера-Липшица C\alpha коэффициенты Фурье убывают не медленнее, чем
B

km+\alpha 
(0 < \alpha \leq 1) [6, 7]. Здесь величина B > 0 – некоторая постоянная, например,

B = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} | A1(x, h)| . Учитывая вышесказанное получаем, что измерение Uk+1 нужно
проводить с меньшей абсолютной ошибкой, чем Uk.

Оценим величину ошибки восстановления производной. Рассмотрим следующие

функции hf \prime 
K(x) =

K\sum 
k=0

( - 1)k(2k+1)U2k+1 и hf \prime (x) =
\infty \sum 
k=0

( - 1)k(2k+1)A2k+1 и, сравнивая

эти суммы, оценим ошибку \Delta восстановления:

\Delta = h\delta f \prime =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
K\sum 
k=0

[( - 1)k(2k + 1)(A2k+1  - U2k+1)] +
\infty \sum 

k=K+1

( - 1)k(2k + 1)A2k+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| <
<

K\sum 
k=0

(2k + 1)| A2k+1  - U2k+1| + | RK | <

< c1

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggl( 
1 - 1

(2K + 1)\sigma 

\biggr) \biggr] 
+

B

2(m+ \alpha  - 1)(2K + 1)m+\alpha  - 1
. (1)

Здесь | RK | – остаток ряда, который зависит от дифференциальных свойств функ-
ции (зависимости) f(x) и стремится к 0 при K \rightarrow \infty (m \geq 1):

| RK | =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\infty \sum 
K+1

( - 1)k(2k + 1)A2k+1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq B
\infty \sum 

k=K+1

1

(2k + 1)m+\alpha 
<

B

2(m+ \alpha  - 1)(2K + 1)m+\alpha  - 1
.

Для K \gg 1 данный остаток влияет на ошибку слабо.

Рассмотрим первый член\Delta 1 правой части (2.2):\Delta 1 = c1

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggl( 
1 - 1

(2K + 1)\sigma 

\biggr) \biggr] 
.

Очевидно, что при \sigma \not = 0 и K \rightarrow \infty величина \Delta 1 \rightarrow c1

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggr] 
. При \sigma \ll 1 величина

\Delta 1 = c1

\biggl[ 
1 +

1

2
\mathrm{l}\mathrm{n}(2K + 1)

\biggr] 
и при K \rightarrow \infty \Delta 1 \rightarrow \infty . Поэтому задача восстановления

будет некорректно поставленной [8].
Таким образом, ошибку задачи восстановления производной можно оценивать по

формуле:

\delta f \prime =
c1
h

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggl( 
1 - 1

(2K + 1)\sigma 

\biggr) \biggr] 
+

B

2h(m+ \alpha  - 1)(2K + 1)m+\alpha  - 1
. (2.3)
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Для второй производной получаются следующие оценки:

\delta f \prime \prime =
c2
h2

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggl( 
1

2\sigma 
 - 1

(2K + 2)\sigma 

\biggr) \biggr] 
+

B

2h2(m+ \alpha  - 1)(2K + 2)m+\alpha  - 1
. (2.4)

3. Анализ корректности задачи восстановления производных

Теперь исследуем при выполнении, каких условий задача восстановления будет
корректной. Величина ошибки и корректность задачи восстановления производной

в основном определяется первым членом (2.3): \delta f \prime \simeq c1
h

\biggl[ 
1 +

1

2\sigma 

\biggl( 
1 - 1

(2K + 1)\sigma 

\biggr) \biggr] 
.

При значениях \sigma \ll 1 имеем:

\delta f \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| 
\sigma \ll 1

=
\Bigl( c1
h

\Bigr) \biggl[ 
1 +

\biggl( 
1

2

\biggr) 
\mathrm{l}\mathrm{n}(2K + 1)

\biggr] 
. (2.5)

Выражение (2.5) логарифмически стремится к бесконечности при K \rightarrow \infty , делая за-

дачу восстановления не корректной. Кроме того, множитель
c1
h
может быть сравним

с производной, т.е. f \prime \sim c1
h
, что также делает задач не корректной.

Для \sigma < 1 или \sigma \sim 1 при K \gg 1 ошибка \delta f \prime является конечной величиной:

\delta f \prime 
\bigm| \bigm| \bigm| 
\sigma \sim 1

=
\Bigl( c1
h

\Bigr) \biggl( 
1 +

1

2\sigma 

\biggr) 
. (2.6)

При
c1
h

\ll f \prime задача восстановления производной будет корректной.

Аналогичные рассуждения можно привести и для второй производной.
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Abstract: The paper presents formulas that can be used to estimate the error of
reconstructing derivatives of an experimentally investigated dependence from its harmo-
nics. A preliminary analysis of the problem’s correctness is given. Examples of dependen-
cy recovery are considered.
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