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Аннотация: Рассматривается краевая задача с условиями Дирихле и Неймана
для модельного эллиптического псевдодифференциального уравнения на плос-
кости с разрезами вдоль координатных осей. Решение ищется в пространстве
Соболева–Слободецкого. Используя специальную волновую факторизацию эл-
липтического символа краевая задача сводится к эквивалентной системе линей-
ных интегральных уравнений.
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1. Постановка задачи

Мы изучаем разрешимость эллиптических псевдодифференциальных уравнений

(Au)(x) = v(x), x \in D, (1)

с граничными условиями\left\{                           

u| x1=0 -  - u| x1=0+ = f1(x2),

\partial u

\partial x1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x1=0 - 

 - \partial u

\partial x1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x1=0+

= g1(x2),

u| x2=0 -  - u| x2=0+ = f2(x1),

\partial u

\partial x2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x2=0 - 

 - \partial u

\partial x1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x2=0+

= g2(x1),

(2)

в пространстве Hs(D), где D \subset \BbbR 2 – плоская область вида D = \cup 4
j=1Kj, K1 = \{ x \in 

\BbbR 2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0\} , K2\{ x \in \BbbR 2 : x = (x1, x2), x1 < 0, x2 > 0\} , K3 = \{ x \in 
\BbbR 2 : x = (x1, x2), x1 < 0, x2 < 0\} , K4 = \{ x \in \BbbR 2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 < 0\} , A
– псевдодифференциальный оператор с символом A(\xi ). Этот оператор в области D
определяется формулой

(Au)(x) =

\int 
D

\int 
\BbbR 2

A(\xi )u(y)ei(y - x)\cdot \xi dy d\xi , x \in D.

Мы рассматриваем символ A(\xi ), удовлетворяющий условию

c1 < | A(\xi )(1 + | \xi | ) - \alpha | < c2, \xi \in \BbbR m, c1, c2 > 0,

число \alpha \in \BbbR называется порядком оператора A.
Оператор A является линейным ограничением оператора, действующим в про-

странстве Соболева-Слободецкого Hs(\BbbR m) [1].

32



XVII Международная научная конференция

«Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании»

Саранск, 29-31 июля 2025

Пространство Hs(D) состоит из функций пространства Hs(\BbbR 2) с носителями в
D. Норма в пространстве Hs(D) индуцируется нормой пространства Hs(\BbbR 2).

Решение задачи (1), (4) предполагает решение следующих четырех уравнений

(Auj)(x) = 0, x \in Kj, (3)

с граничными условиями (4). Решением уравнения (2) является сумма слагаемых

u =
4\sum 
j=1

uj,

таких, что uj \in Hs(Kj), j = 1, 4. Каждый образ Фурье \~uj \in \widetilde Hs(Kj) является гранич-
ным значением аналитической функции в радиальной трубчатой области T (Kj) над
Kj [3].

Ключевую роль в построении решения играет понятие волновой факторизации
эллиптического символа [6], которая предполагает представление символа в виде
произведения двух сомножителей, допускающих аналитическое продолжение в ради-
альные трубчатые области над соответствующими квадрантами и удовлетворяющих
определенным оценкам (индекс волновой факторизации).

Обозначим волновую факторизацию символа A(\xi ) относительно K1, K2 следую-
щим образом

A(\xi ) = An, \not =(\xi ) \cdot An,=(\xi ), n = 1, 2.

2. Исследование краевой задачи

Введем следующие обозначения

A - 1
1, \not =(\xi ) \equiv L(\xi ), A - 1

2, \not =(\xi ) \equiv M(\xi ), A - 1
1,=(\xi ) \equiv P (\xi ), A - 1

2,=(\xi ) \equiv Q(\xi ),

и далее

+\infty \int 
 - \infty 

L(\xi )d\xi 1 = l1(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

L(\xi )d\xi 2 = l2(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1L(\xi )d\xi 1 = l3(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

p\xi 2L(\xi )d\xi 2 = l4(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

M(\xi )d\xi 1 = m1(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

M(\xi )d\xi 2 = m2(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1M(\xi )d\xi 1 = m3(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2M(\xi )d\xi 2 = m4(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

P (\xi )d\xi 1 = p1(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

P (\xi )d\xi 2 = p2(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1P (\xi )d\xi 1 = p3(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

\xi 2P (\xi )d\xi 2 = p4(\xi 1),

+\infty \int 
 - \infty 

Q(\xi )d\xi 1 = q1(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

Q(\xi )d\xi 2 = q2(\xi 1),
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+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1Q(\xi )d\xi 1 = q3(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2Q(\xi )d\xi 2 = q4(\xi 1).

Записываеи следующую систему линейных интегральных уравнений

\left\{                                                           

+\infty \int 
 - \infty 

M(\xi )\~a1(\xi 1)d\xi 1 +m1(\xi 2)\~b1(\xi 2) - 
+\infty \int 
 - \infty 

L(\xi )\~a0(\xi 1)d\xi 1  - l1(\xi 2)\~b0(\xi 2) = \~f11(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

P (\xi )\~c0(\xi 1)d\xi 1 + p1(\xi 2) \~d0(\xi 2) - 
+\infty \int 
 - \infty 

Q(\xi )\~c1(\xi 1)d\xi 1  - q1(\xi 2) \~d1(\xi 2) = \~f12(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1M
 - 1
2, \not =(\xi )\~a1(\xi 1)d\xi 1 +m3(\xi 2)\~b1(\xi 2  - 

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1L(\xi )\~a0(\xi 1)d\xi 1  - l3(\xi 2)\~b0(\xi 2) = \~g11(\xi 2),

+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1P (\xi )\~c0(\xi 1)d\xi 1 + p3(\xi 2) \~d0(\xi 2) - 
+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 1Q(\xi )\~c1(\xi 1)d\xi 1  - q3(\xi 2) \~d1(\xi 2) = \~g12(\xi 2),

q2(\xi 1)\~c1(\xi 1) +
+\infty \int 
 - \infty 

Q(\xi ) \~d1(\xi 2)d\xi 2  - l2(\xi 1)\~a0(\xi 1  - 
+\infty \int 
 - \infty 

L(\xi )()\~b0(\xi 2)d\xi 2 = \~f21(\xi 1),

p3(\xi 1)\~c0(\xi 1) +
+\infty \int 
 - \infty 

P (\xi ) \~d0(\xi 2)d\xi 2  - m3(\xi 1)\~a1(\xi 1) - 
+\infty \int 
 - \infty 

M(\xi )\~b1(\xi 2)d\xi 2 = \~f22(\xi 1),

q4(\xi 1)\~c1(\xi 1) +
+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2Q(\xi ) \~d1(\xi 2)d\xi 2  - l4(\xi 1)\~a0(\xi 1) - 
+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2L(\xi )\~b0(\xi 2)d\xi 2 = \~g21(\xi 1),

p4(\xi 1)\~c0(\xi 1) +
+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2P (\xi ) \~d0(\xi 2)d\xi 2  - m4(\xi 1)\~a1(\xi 1) - 
+\infty \int 
 - \infty 

i\xi 2M(\xi )\~b1(\xi 2)d\xi 2 = \~g22(\xi 1).

(4)

Теорема 1. Пусть s >
3

2
и символ A(\xi ) допускает волновую факторизацию по

отношению к Kj с индексами {\ae}j такими, что s +
1

2
< {\ae}j < s +

3

2
, j = 1, 2,

f1, f2 \in Hs - 1/2(\BbbR ), g1, g2 \in Hs - 3/2(\BbbR ). Тогда однозначная разрешимость в простран-

стве
4\sum 
j=1

\oplus Hs(Kj) задачи (4), (2) эквивалентна однозначной разрешимости системы

линейных интегральных уравнений (5) относительно неизвестных функций \~a0, \~b0,

\~c0, \~d0 \in \widetilde Hs - {\ae}1+1/2(\BbbR ), \~a1, \~b1, \~c1, \~d1 \in \widetilde Hs - {\ae}2+1/2(\BbbR ).

3. Заключение

В работе рассмотрены достаточно простые граничные условия. Это связано со
значениями индексов {\ae}j, j = 1, 2. Для других значений {\ae} можно рассматривать
более общие граничные условия. Более сложные постановки будут рассмотрены в
дальнейших работах.
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On a Certain Boundary Value Problem in a Plane

Excluding Axes
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Abstract: A boundary value problem with Dirichlet and Neumann conditions for a
model elliptic pseudodifferential equation on a plane with sections along the coordinate
axes is considered. The solution is sought in the Sobolev-Slobodetsky space. Using
a special wave factorization of the elliptic symbol, the boundary value problem is
reduced to an equivalent system of linear integral equations.

Keywords: pseudo-differential equation, boundary value problem, plane with cuts.
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