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Аннотация: В настоящей работе методом Ляпунова-Шмидта исследуется мате-
матическая модель колебаний в цепочке трех связанных осцилляторов вблизи
резонанса с малым параметром при условии, что на систему действует внешняя
периодическая сила с двумя соизмеримыми частотами. Разработанный на основе
метода Ляпунова-Шмидта алгоритм реализован в математической библиотеке
SymPy Python. Приведен пример, который показывает, что если специальным
образом подобрать параметры малого возмущения, то компоненты решения воз-
мущенной системы имеет полюс в точке \varepsilon = 0.
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В работах [1–3] приведены результаты исследования вынужденных колебаний од-
ного и двух связанных осцилляторов вблизи резонанса с малым параметром методом
Ляпунова-Шмидта [4].

В настоящей работе исследуется математическая модель колебаний в цепочке
трех связанных осцилляторов [5]\left\{     

m\"q1 =  - (k1 + k2)q1 + k2q2 + F (t),

m\"q2 = k2q1  - (k2 + k3)q2 + k3q3,

m\"q3 = k3q2  - (k3 + k4)q3,

(1)

где qi (i = 1, ..., 3) – обобщенные координаты, ki > 0 (i = 1, ..., 4) – коэффициенты
жесткости пружин, m – масса каждого осциллятора, F1(t) – внешняя периодическая
сила, действующая по следующему закону

F (t) = r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(p1t+ \theta 1) + r2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(p2t+ \theta 2), (2)

где ri, \theta i, pi \in \BbbR , (i = 1, 2), p1 = \alpha p2, \alpha \in \BbbZ .
Предполагая, что в системе (1) для коэффициентов жесткости пружин справед-

ливы формулы
ki = k +mdi\varepsilon , i = 1, ..., 4,

где di – некоторые вещественные параметры, \varepsilon – малый вещественный параметр, и
вводя новую переменную

\omega 2
0 = 4

k

m
,
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систему (1) можно записать в виде\left\{               

\"q1 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d1 + d2)\varepsilon 

\biggr) 
q1 +

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q2 +

1

m
F (t),

\"q2 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q1  - 

\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d1 + d2)\varepsilon 

\biggr) 
q2 +

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d3\varepsilon 

\biggr) 
q3,

\"q3 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q1  - 

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d3\varepsilon 

\biggr) 
q2  - 

\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d3 + d4)\varepsilon 

\biggr) 
q3.

(3)

Сформулируем задачу для системы (3) [4]: при достаточно малых вещественных
\varepsilon найти 2\pi 

p1
– периодическое решение \{ qi(t, \varepsilon )\} 3i=1 системы (3). Если найденное решение

удовлетворяет условию qi(t, 0) = Qi(t), где \{ Qi(t)\} 3i=1 есть
2\pi 
p1
– периодическое решение

системы \left\{                 

\"Q1 =  - \omega 
2
0

2
Q1 +

\omega 2
0

4
Q2 +

1

m
F (t),

\"Q2 =
\omega 2
0

4
Q1  - 

\omega 2
0

2
Q2 +

\omega 2
0

4
Q3,

\"Q3 =
\omega 2
0

4
Q2  - 

\omega 2
0

2
Q3,

(4)

то поставленную задачу будем называть задачей Пуанкаре, а найденное решение –
решением задачи Пуанкаре.

Будем предполагать, что для системы (4) выполняется условие резонанса, а,
именно, одна из собственных частот совпадает с одной из внешних частот колебаний.

Для нахождения 2\pi 
p1
–периодического решения к системе (3) применен метод Ля-

пунова-Шмидта, изложенный в [3]. В качестве примера рассмотрена система (3) со
следующими параметрами

k = 2, m = 1, p1 = 2, p2 = 4,

d1 =  - 1, d2 = 2, d3 =  - 2, d4 = 1.
(5)

В этом случае частоты собственных колебаний системы (4) равны

\omega 1 = 2, \omega 2 =

\sqrt{} 
4 + 2

\surd 
2, \omega 3 =

\sqrt{} 
4 - 2

\surd 
2

и выполняется условие резонанса \omega 1 = p1 = 2.
В результате проведения вычислительного эксперимента в математической биб-

лиотеке SymPy Python для системы (1) с параметрами (5) получены следующие
компоненты \pi -периодического решения

q1(t, \varepsilon ) =  - 1

8 \varepsilon 2

\Bigl( 
2
\surd 
2 \varepsilon 2  - 4 \varepsilon +

\surd 
2
\Bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 1(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2),

q2(t, \varepsilon ) =  - 1

8 \varepsilon 

\Bigl( \surd 
2 \varepsilon + 1

\Bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 2(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2), (6)

q3(t, \varepsilon ) =

\surd 
2

8 \varepsilon 2
\bigl( 
1 - 2\varepsilon 2

\bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 3(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2),

где \eta i(\varepsilon ) (i = 1, ..., 3) – некоторые непрерывные функции аргумента \varepsilon в достаточно
малой окрестности нуля.
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Из формул (6) следует, что компоненты qi(t, \varepsilon ) \pi -периодического решения систе-
мы (1) удовлетворяют следующим условиям:

1) компоненты qi(t, \varepsilon ) непрерывно зависят от параметров rk, \theta k (k = 1, 2) внешних
сил (2);

2) компоненты q1(t, \varepsilon ) и q3(t, \varepsilon ) имеет полюс второго порядка в точке \varepsilon = 0;
3) компонента q2(t, \varepsilon ) имеет полюс первого порядка в точке \varepsilon = 0.
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Study of forced oscillations of a chain of three coupled

oscillators near resonance

P.A. Shamanaev, D.A. Katin, N.V. Oshina

National Research Mordovia State University

Abstract: The Lyapunov-Schmidt method is used to study a mathematical model
of oscillations in a chain of three coupled oscillators near a resonance with a small
parameter, provided that the system is acted upon by an external periodic force with
two commensurate frequencies. The algorithm developed based on the Lyapunov-
Schmidt method is implemented in the SymPy Python mathematical library. An
example is given that shows that if the parameters of a small perturbation are selected
in a special way, then the solution components of the perturbed system have a pole
at the point \varepsilon = 0.

Keywords: chain of coupled oscillators, forced oscillations, periodic solutions, small
parameter, Lyapunov-Schmidt method, resonance.
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