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Аннотация: Исследуются алгебраические и геометрические свойства суммы цик-
лических подпространств относительно линейного оператора, возникающих при
исследовании линейных систем управления. Полученные свойства выражены в
терминах минимальных аннулирующих многочленов суммы и пересечения соот-
ветствующих циклических подпространств. Рассматриваются канонические фор-
мы линейного оператора как в частично согласованных базисах подпространств
так и в циклическом базисе суммы этих подпространств.

Ключевые слова: линейный оператор, циклическое подпространство, минимал-
ный аннулирующий многочлен.

1. Канонические формы линейного оператора относительно сум-
мы двух циклических подпространств

В данной работе представлены результаты исследований, начатых в [1–3], а также
развитие результатов [4, 5]. Так, в работе [3] исследованы взаимосвязи базисов двух
циклических подпространств с минимальными аннулирующими многочленами этих
подпространств относительно заданного линейного оператора в предположении, что
базис пересечение подпространств содержит векторы циклического базиса. В этой
работе рассматривается обобщение полученных результатов.

Рассмотрим линейный оператор

\scrD : \scrL \rightarrow \scrL ,
где \scrL – конечномерное действительное линейное пространство. Пусть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\scrL = n.

Пусть a и b заданные ненулевые элементы линейного пространства \scrL .
Рассмотрим циклические подпространства Ua и Ub линейного оператора \scrD , по-

рождаемые элементами a и b:

Ua =
\bigl\langle 
a,\scrD a, . . . ,\scrD m - 1a

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua = m,

Ub =
\bigl\langle 
b,\scrD b, . . . ,\scrD n - 1b

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ub = p.

Таким образом, минимальные аннулирующие многочлены элементов a и b имеют,
соответственно, вид

\sigma a(\lambda ) = \lambda m + \alpha m\lambda 
m - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 2\lambda + \alpha 1,

\sigma b(\lambda ) = \lambda p + \beta p\lambda 
p - 1 + \cdot \cdot \cdot + \beta 2\lambda + \beta 1.

Рассмотрим подпространства Ua + Ub и Ua \cap Ub. Построим базис пространства,
который был бы частично согласован с базисом подпространства Ua + Ub.
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Предположение 1. Линейное подпространство Ua \cap Ub, является инвариантным
подпространством линейного оператора \scrD в подпространстве Ua + Ub.

Д о к а з а т е л ь с т в о. \forall x \in Ua \cap Ub \Rightarrow x \in Ua, x \in Ub \Rightarrow \scrD x \in Ua, \scrD x \in 
Ub \Rightarrow \scrD x \in Ua \cap Ub \Rightarrow \scrD (Ua \cap Ub) \subset Ua \cap Ub.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Предположение 2. Если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua \cap Ub) = k > 0, то в линейном пространстве
\scrL можно выбрать частично согласованный базис относительно подпространства
Ua + Ub в котором матрица оператора ограничения на это подпространство при-
нимает канонический вид:

D\prime 
Ua+Ub

=

\left(                                 

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \theta 1 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \theta 2 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \theta m - k 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

0 \cdot \cdot \cdot 0 \chi 1 \eta 11 \cdot \cdot \cdot \eta 1k 0 \cdot \cdot \cdot 0 \xi 1
...

. . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 \cdot \cdot \cdot 0 \chi k \eta k1 \cdot \cdot \cdot \eta kk 0 \cdot \cdot \cdot 0 \xi k

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0  - \mu 1

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 1 \cdot \cdot \cdot 0  - \mu 2

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 1  - \mu p - k

\right)                                 

,

где
\sigma a(\lambda ) =

\bigl( 
\lambda m - k + \theta m - k\lambda 

m - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \theta 2\lambda + \theta 1
\bigr) 
\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek),

\sigma b(\lambda ) =
\bigl( 
\lambda p - k + \mu p - k\lambda 

p - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \mu 2\lambda + \mu 1

\bigr) 
\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek),

D\prime 
Ua\cap Ub

= \eta =

\left(      
\eta 11 \cdot \cdot \cdot \eta 1k
...

...
...

\eta k1 \cdot \cdot \cdot \eta kk

\right)      , Ek =

\left(      
1 \cdot \cdot \cdot 0

...
. . .

...

0 \cdot \cdot \cdot 1

\right)      .

Предположение 3. Если \exists i(j) \in \BbbN \cup \{ 0\} , \scrD ia \in Ua\cap Ub (\scrD jb \in Ua \cap Ub), то \scrD i+sa \in 
Ua \cap Ub (\scrD j+sb \in Ua \cap Ub) \forall s \in \BbbN .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть \exists i \in \BbbN \cup \{ 0\} \scrD ia \in Ua \cap Ub. По предложению
1 подпространство Ua \cap Ub инвариантно относительно линейного оператора Ua \cap Ub
инвариантное подпространство относительно \scrD . Следовательно, \scrD s\scrD ia = \scrD s+ia \in 
Ua \cap Ub \forall s \in \BbbN .

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

144



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

Следствие 1. Если a \in Ua \cap Ub, то Ua \cap Ub = Ua.

Следствие 2. Если b \in Ua \cap Ub, то Ua \cap Ub = Ub.

Предположение 4. Ua+b является циклическим инвариантным подпространством
относительно линейного оператора \scrD , причем

1) \sigma a+b(\lambda ) =
\bigl( 
\lambda m - k + \theta m - k\lambda 

m - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \theta 2\lambda + \theta 1
\bigr) 
\cdot 

\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek) \cdot 
\bigl( 
\lambda p - k + \mu p - k\lambda 

p - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \mu 2\lambda + \mu 1

\bigr) 
, (1)

2) Ua+b =
\bigl\langle 
a+ b,\scrD (a+ b), . . . ,\scrD m+p - k(a+ b)

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua+b = m+ p - k. (2)

3) D\prime \prime 
Ua+b

=

\left(         

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \omega 1

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \omega 2

...
. . .

...
...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \omega m+p - k

\right)         
. (3)

2. Пример

Пусть матрица оператора \scrD в некотором базисе пространства \BbbR 5 имеет вид:

D =

\left(             

 - 3  - 8 6  - 6  - 2

 - 6

5

13

5

4

5
 - 8

5

2

5
4

5
 - 2

5

14

5

7

5
 - 3

5

6 6  - 5 10 1

41

5

32

5
 - 34

5

53

5

13

5

\right)             
.

Пусть векторы a =

\biggl( 
2,

3

5
,
1

10
, - 3

2
, - 21

10

\biggr) 
и b =

\biggl( 
2,

2

5
, - 1

10
, - 3

2
, - 29

10

\biggr) 
являются

образующими векторами инвариантных циклических подпространств

Ua =

\biggl\langle \biggl( 
2,

3

5
,
1

10
, - 3

2
, - 21

10

\biggr) 
,

\biggl( 
3,

4

5
,
4

5
, - 2, - 9

5

\biggr) 
,

\biggl( 
5,

8

5
,
13

5
, - 3, - 8

5

\biggr) \biggr\rangle 
,

Ub =

\biggl\langle \biggl( 
2,

2

5
, - 1

10
, - 3

2
, - 29

10

\biggr) 
,

\biggl( 
5, - 1

5
,
4

5
, - 3, - 19

5

\biggr) \biggr\rangle 
линейного оператора \scrD .

Минимальные аннулирующие многочлены элементов a и b имеют, соответственно,
вид

\sigma a(\lambda ) = \lambda 3  - 6\lambda 2 + 11\lambda  - 6, \sigma b(\lambda ) = \lambda 2  - 5\lambda + 4.

Таким образом, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua = 3, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ub = 2, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua + Ub) = 4 \Rightarrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua \cap Ub) = 1.
Находим инвариантное подпространство Ua \cap Ub = \langle e\rangle = \langle ( - 5, - 3, 2, 5, 13)\rangle .
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Выбираем канонический базис подпространства Ua+Ub частично согласованный
с базисами подпространств Ua и Ub:

Ua + Ub = \langle a,\scrD a, e, b\rangle .

Тогда матрица оператора в новом базисе принимает вид:

D\prime 
Ua+Ub

=

\left(          

0  - 6 0 0

1 5 0 0

0  - 2

5
1

3

5

0 0 0 4

\right)          
.

При этом

D\prime 
Ua

=

\left(      
0  - 6 0

1 5 0

0  - 2

5
1

\right)      , D\prime 
Ub

=

\left(   1
3

5

0 4

\right)   , D\prime 
Ua\cap Ub

=

\biggl( 
1

\biggr) 
.

Найдем другой канонический (циклический) базис в подпространстве Ua + Ub =
Ua+b:

Ua+b =

\biggl\langle 
(4, 1, 0, - 3, - 5) ,

\biggl( 
8,

3

5
,
8

5
, - 5, - 28

5

\biggr) 
, (22, - 1, 7, - 12, - 9) ,\biggl( 

74, - 39

5
,
131

5
, - 38, - 121

5

\biggr) \biggr\rangle 
.

Матрица ограничения линейного оператора \scrD на подпространство Ua + Ub при-
нимает другой канонический вид в новом базисе, не согласованном с базисами под-
пространств Ua и Ub:

D\prime \prime 
Ua+Ub

=

\left(         

0 0 0  - 24

1 0 0 50

0 1 0  - 35

0 0 1 10

\right)         
.
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On algebraic-geometric properties of the sum of cyclic

subspaces with respect to a linear operator
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Abstract: The algebraic and geometric properties of the sum of cyclic subspaces with
respect to a linear operator, which arise in the study of linear control systems, are
investigated. The resulting properties are expressed in terms of minimal annihilating
polynomials of the sum and intersection of the corresponding cyclic subspaces. The
canonical forms of the linear operator are considered both in partially consistent bases
of subspaces and in the cyclic basis of the sum of these subspaces.
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