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Аннотация: В статье представлен алгоритм численного решения математиче-
ской модели для расчета значений плотности вредных веществ в разные моменты
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1. Введение

В мире активно проводятся научные исследования, ориентированные на разра-
ботку более усовершенствованных математических моделей процессов транспорта и
диффузии вредных антропогенных и природных выбросов в атмосферу. При созда-
нии математического аппарата для исследования указанной проблемы особое внима-
ние уделяется, в частности, таким важным аспектам, как учет погодно-климатических
характеристик и орографии рассматриваемых территорий, эмиссии вредных частиц
в атмосферу с поверхности земли вследствие турбулентного движения воздушной
массы, изменений плотности мелкодисперсных частиц в зависимости от их физико-
механических свойств.

В статье [1] процесс распространения вредных веществ в атмосфере описан с
использованием двумерных эллиптических уравнений. Также в данной работе пред-
ставлены вычислительные эксперименты для различных значений высот.

В работе [2] изучен процесс распространения транспортных выбросов в атмосфе-
ру в разное время года с учетом метеорологических параметров США.

В статье [3] изучен процесс распространения тяжелых вредных веществ в атмо-
сфере на строительных объектах. Исследования показывают, что распространение
вредных веществ зависит от высоты здания, скорости ветра и направления, а шири-
на здания играет не значительную роль.

2. Постановка задачи

Разработана математическая модель для расчета плотности аэрозольных частиц
в атмосфере на основе законов гидромеханики [4]:
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с соответствующими начальными и граничными условиями:

\rho (x, y, z)| t=0 = \rho c; (2)
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Здесь \rho – плотность вредных частиц; \rho c – начальная плотность вредных частиц;
\rho 0 – плотность атмосферы; u, v, w – скорости ветра по направлениям x, y, z.

3. Методы решения

Для упрощения решения задачи (1)-(5) область

D = (0 \leq x \leq Lx, 0 \leq y \leq Ly, 0 \leq z \leq Hz,)

рассмотрим как прямоугольную, а источник загрязнения считаем расположенным
в приземном слое. Тогда для численного решения задачи (1)-(5) область изменения
искомых переменных с учетом граничных условий покроем сеткой с шагами \Delta x, \Delta y,
\Delta z, \Delta t:

\Omega xyzt = \{ (xi = i\Delta x, yj = j\Delta y, zk = k\Delta z, \tau n = n \Delta t) ;

i = 0, N ; j = 0,M, k = 0, L, n = 0, Nt, \Delta t =
1

Nt

\biggr\} 
.

Для сохранения устойчивости при решении задач (1)-(5) использована неявная
схема, в уравнении (1) применяем аппроксимацию второго порядка относительно
времени по направлении Ox [5-7]:
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При раскрытии скобок приводя подобные члены получим следующую систему
линейных алгебраических уравнений:
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Коэффициенты и свободные члены для системы линейных алгебраических урав-
нений определяются следующим образом:

a\rho , i, j, k =
\mu i - 0,5, j

\Delta x2
+
u
n+1/3
i - 1, j, k

2\Delta x
; b\rho , i, j, k =

\mu i+0,5, j + \mu i - 0,5, j

\Delta x2
+
u
n+1/3
i, j, k

2\Delta x
+

3

2\Delta t
;

136



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

c\rho , i, j, k =
\mu i+0,5, j

\Delta x2
 - 3

2\Delta t
;

d\rho , i, j, k =

\biggl( 
3

2\Delta t
 - \mu i, j+0,5 + \mu i, j - 0,5

\Delta y2
 - \kappa k+0,5 + \kappa k - 0,5

\Delta z2
 - 
uni, j, k
2\Delta x

 - 
vni, j, k
\Delta y

 - 
wni, j, k
\Delta z

\biggr) 
\rho ni, j, k+

+
uni - 1, j, k

2\Delta x
\rho ni - 1, j, k +

3

2\Delta t
\rho ni+1, j, k +

\biggl( 
\mu i, j - 0,5

\Delta y2
+
vni, j - 1, k

\Delta y

\biggr) 
\rho ni, j - 1, k +

\mu i, j+0,5

\Delta y2
\rho ni, j+1, k+

+

\biggl( 
\kappa k - 0,5

\Delta z2
+
wni, j, k - 1

\Delta z

\biggr) 
\rho ni, j, k - 1 +

\kappa k+0,5

\Delta z2
\rho ni, j, k+1 +

1

3
I8.

Граничные условия (3) при x = 0 аппроксимируем с точностью второго порядка
следующим образом:
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Упростив это выражение, получим коэффициенты прогонки:
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Граничные условия (3) при x = Lx аппроксимируем с точностью второго порядка
следующим образом:
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Упростив это выражение, получим выражение для \rho n+1/3
N, j, k :
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Последовательность значений концентраций \rho n+1/3
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методом обратной прогонки:
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Аналогичную последовательность действий применим при исследовании по осям
Oy и Oz.

4. Заключение

Для исследования математической модели, описывающей распределение плотно-
сти вредных веществ был разработан численный алгоритм на основе неявной схемы
с аппроксимацией второго порядка по времени.

Вычислительные эксперименты показывают, что значения плотности вредных
веществ различны в разные моменты времени в разных точках региона.
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