
XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

УДК 517.588

Двусторонние оценки гипергеометрических функций

с соотношениями на параметры

Марусеев И.А., Писарев М.А., Рассадин А.Э.

Национальный исследовательский университет «Высшая Школа Экономики»

Аннотация: В работе с помощью прямого и обратного неравенств Гëльдера в
интегральной форме найдены оценки снизу и сверху для гипергеометрической
функции с линейной связью между еë параметрами. Кроме этого, для выяснения
эффективности полученных оценок были подобраны такие значения параметров
гипергеометрических функций, при которых они выражаются через элементар-
ные функции.
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Гипергеометрическая функция встречается в различных разделах математики,
а особенно часто в её разнообразных приложениях. Хорошо известно [1], что эта
функция в круге | z| < 1 задаётся степенным рядом:

F (a, b; c; z) =
\infty \sum 
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (1)

где a, b и c — это параметры гипергеометрической функции, а величины вида (a)n —
это символы Похгаммера от её параметров: (a)n = a(a + 1). . . (a + n - 1), причём по
умолчанию считается, что (a)0 = 1 [1].

Как оказалось, работать с этой неэлементарной функцией с помощью ряда (1)
далеко не всегда удобно, поэтому при | \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}(1  - z)| < \pi и Re c > Re b > 0 было
установлено её представление в виде интеграла [1]:

F (a, b; c; z) =
\Gamma (c)

\Gamma (b)\Gamma (c - b)

1\int 
0

t b - 1(1 - t) c - b - 1

(1 - tz) a
dt, (2)

где \Gamma (. . . ) — гамма-функция Эйлера [1].
В приложениях часто возникают ситуации, когда на параметры a, b и c гипергео-

метрической функции накладываются некие соотношения. Например, в работе [2]
параметры b и c были связаны условием: c = b+ 1.

Далее будут рассматриваться гипергеометрические функции только с этим усло-
вием на параметры. Кроме того, параметр a будет считаться вещественным, пара-
метр b — положительным, а z \in (0, 1). В этом случае формула (2) не только остаётся
справедливой, но и заметно упрощается:

F (a, b; b+ 1; z) = b

1\int 
0

t b - 1

(1 - tz) a
dt. (3)

Однако, работа с этим подмножеством гипергеометрических функций не стано-
вится легче, потому что подинтегральное выражение в интеграле (3) является бино-
миальным дифференциалом, и, следовательно, по теореме П. Л. Чебышёва функция
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(3) выражается через элементарные функции только когда либо a \in \BbbZ , либо когда
b \in \BbbN , либо когда b  - a \in \BbbZ [3]. Тем не менее, составить некоторое представле-
ние о поведении функции (3) на интервале (0,1) оказывается возможным, так как
справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть два действительных числа p - и p+ выбраны таким образом,

что при b > 1 0 < p - < 1 < p+, а при 0 < b < 1 0 < p - < 1 < p+ <
1

1 - b
, тогда для

гипергеометрической функции F (a, b; b + 1; z) при z \in (0, 1) справедлива следующая
двусторонняя оценка:

F - (a, b; z) \leq F (a, b; b+ 1; z) \leq F+(a, b; z) , (4)

где

F+(a, b; z) =

\left\{           
b

(p+(b - 1) + 1)
1

p+

\biggl( 
1 - (1 - z)1 - aq+

(1 - aq+)z

\biggr) 1

q+ , aq+ \not = 1

b

\biggl( 
1 - a

b - a

\biggr) 1 - a
( - \mathrm{l}\mathrm{n}(1 - z)

z
)a, aq+ = 1

, (5)

F - (a, b; z) =

\left\{           
b

(p - (b - 1) + 1)
1

p - 

\biggl( 
1 - (1 - z)1 - aq - 

(1 - aq - )z

\biggr) 1

q - , aq - \not = 1

b

\biggl( 
1 - a

b - a

\biggr) 1 - a\biggl( 
 - \mathrm{l}\mathrm{n}(1 - z)

z

\biggr) a
, aq - = 1

, (6)

1

q+
= 1 - 1

p+
. (7)

Для того, чтобы выяснить, какова эффективность оценки (4), выберем парамет-
ры a и b гипергеометрической функции (3) так, чтобы они удовлетворяли условиям
теоремы П.Л. Чебышёва [3], а именно, рассмотрим сначала случай, когда b > 1.

Пусть a =
1

2
и b =

3

2
, тогда:

F

\biggl( 
1

2
,
3

2
;
5

2
; z

\biggr) 
=

3

2

1\int 
0

\sqrt{} 
t

1 - tz
dt . (8)

Интеграл (7) вычисляется с помощью подстановки \xi = t
1
2 (1 - tz) - 

1
2 :

F

\biggl( 
1

2
,
3

2
;
5

2
; z

\biggr) 
=

3

2z

\biggl( 
1\surd 
z
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

\sqrt{} 
z

1 - z
 - 
\surd 
1 - z

\biggr) 
. (9)

Далее, пусть p+ = 2, тогда q+ = 2, и, согласно формуле (5), получим:

F+

\biggl( 
1

2
,
3

2
; z

\biggr) 
=

3

2

\sqrt{} 
 - \mathrm{l}\mathrm{n} (1 - z)

2z
. (10)

Аналогично, если выбрать p - =
1

2
, то q - =  - 1, и, по формуле (6) вычислим:

F - 
\biggl( 
1

2
,
3

2
; z

\biggr) 
=

36

25

z

1 - (1 - z)
3
2

. (11)
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Случай 0 < b < 1 рассматривается аналогично.

Возьмём a =
1

2
и b =

1

2
, тогда:

F

\biggl( 
1

2
,
1

2
;
3

2
; z

\biggr) 
=

1

2

1\int 
0

dt\sqrt{} 
t(1 - tz)

. (12)

Интеграл (11) вычисляется с помощью той же подстановки, что и интеграл (7):

F

\biggl( 
1

2
,
1

2
;
3

2
; z

\biggr) 
=

1\surd 
z
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

\sqrt{} 
z

1 - z
. (13)

Далее, пусть p+ =
3

2
, тогда q+ = 3, и, согласно формуле (5), получим:

F+

\biggl( 
1

2
,
1

2
; z

\biggr) 
=

3
\surd 
4

3

\sqrt{} 
1 - 

\surd 
1 - z

z
\surd 
1 - z

. (14)

Аналогично, если выбрать p - =
1

2
, то q - =  - 1, и, по формуле (6) вычислим:

F - 
\biggl( 
1

2
,
1

2
; z

\biggr) 
=

4

3

z

1 - (1 - z)
3
2

. (15)

Для того, чтобы оценить количественно, насколько хорошо приближают гипер-
геометрическую функцию F (a, b; b + 1; z) её оценки сверху (5) и снизу (6), введём
относительные погрешности этих аппроксимаций:

\delta F+(a, b; z) =
F+(a, b; z) - F (a, b; b+ 1; z)

F (a, b; b+ 1; z)
(16)

и

\delta F - (a, b; z) =
F (a, b; b+ 1; z) - F - (a, b; z)

F (a, b; b+ 1; z)
. (17)

В докладе приведены графики функций (8)-(10) и (12)-(14) на интервале (0, 1),
а также графики соответствующих им относительных погрешностей (15) и (16).

Перспективой развития данной работы является исследование, насколько замет-
но влияют на полученные оценки небольшие вариации величин p - и p+ вблизи их
фиксированных значений.
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Abstract: In the work, using the direct and reverse Hölder inequalities in integral
form, estimates from below and from above for a hypergeometric function with a
linear relationship between its parameters are found. In addition, to determine the
effectiveness of estimates obtained, such values of the parameters of hypergeometric
functions were selected, in which they are expressed in terms of elementary functions.
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