
XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

УДК 519.65; 517.521

Приближение гёльдеровых функций их

коэффициентами Фурье для гармонически

модулированного аргумента

Кузьмичев Н.Д.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет
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бую функцию, принадлежащую классу Гёльдера C\alpha (G), можно аппроксимиро-
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1. Введение

Во многих прикладных задачах необходимо иметь в своем арсенале не только ис-
следуемую зависимость, но и её производные. Например, в экспериментальной фи-
зике и радиотехнике [1]. Часто на эксперименте измеряют зависимости гармоник
исследуемой физической характеристики при одновременном статическом и гармо-
ническом воздействиях на изучаемый объект. В этом случае возникает задача вос-
становления изучаемой характеристики из ее гармоник. Во многих задачах изучае-
мая зависимость является нелинейной и имеет особенности, тогда в сигнале отклика
имеется много гармоник. На этот случай разработаны основы метода модуляцион-
ного Фурье-анализа (МФА) [2–6] с анализом корректности задачи восстановления.
Идеи и методы МФА появились давно [1], получили свое развитие в работах [2–6] и
используются на практике. Ряд положений метода МФА требуют расширения на бо-
лее широкий класс функций. В работе приводится теорема обобщающая применение
МФА для функций принадлежащих классу Гёльдера-Липшица.

2. Теорема об аппроксимации функции, принадлежащей клас-
су Гёльдера-Липшица её коэффициентами Фурье

Теорема 1. Любую функцию f(y), принадлежащую классу Гёльдера-Липшица C\alpha ,
на некотором множестве G можно аппроксимировать с любой наперёд заданной
точностью следующей суммой коэффициентов её ряда Фурье для гармонически мо-
дулированного аргумента y = x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) - f(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Здесь h \leq (b - a)

2
, h – амплитуда модуляции, t \in [ - \pi , \pi ], x \in [a, b], y \in [a - h, b+

h] = G и Am(x) =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(mt)dt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что функция f(y) принадлежит классу
Гёльдера-Липшица [7] на некотором множестве G: f(y) \in C\alpha (0 < \alpha \leq 1). Аргумент
y заставим изменяться по гармоническому закону y(t) = x + h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, t \in [ - \pi , \pi ].
Тогда, если x \in [a, b], то y \in G = [a  - h, b + h]. Здесь h – амплитуда модуляции.
Суперпозиция функций f(y(t)) удовлетворяет условию: f( - \pi ) = f(\pi ) для любых
x \in [a, b]. Из вышеотмеченного следует, что ряд Фурье функции f(x+h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) сходится
равномерно для любых x \in [a, b] и t \in [ - \pi , \pi ] [7–9], т.е.

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) =
A0(x)

2
+

\infty \sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt).

В данной формуле положим t =
\pi 

2
, получим:

f(x) =
A0(x)

2
+

\infty \sum 
n=1

( - 1)nA2n(x). (1)

Действительно. Рассмотрим следующую сумму, составленную из коэффициентов
Фурье

An(x) =
1

\pi 

\int \pi 

 - \pi 
f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt =

2

\pi 

\int \pi 

0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt,

fN(x) =
A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) =
1

\pi 

\int \pi 

 - \pi 
f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\Biggl[ 
1

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)n\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2nt)

\Biggr] 
dt.
(2)

Подынтегральную сумму (2), состоящую из косинусов, просуммируем:

fN(x) =
1

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl[ 
(2N + 1)

\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) \Bigr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) dt. (3)

Введем новую переменную z = t+
\pi 

2
и, в силу периодичности подынтегрального

выражения, сместим пределы интегрирования (3):

fN(x) =
1

\pi 

\pi /2\int 
 - \pi /2

f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z)
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz. (4)

Рассмотрим оценку модуля разности | fN(x) - f(x)| = RN . Учитывая (4) получим:

fN(x) - f(x) =
1

\pi 

\pi /2\int 
 - \pi /2

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz. (5)

Область интегрирования интеграла (5)
\Bigl[ 
 - \pi 
2
,
\pi 

2

\Bigr] 
разобьем на три области:

\Bigl[ 
 - \pi 
2
, - \delta 

\Bigr] 
,

[ - \delta , \delta ] и
\Bigl[ 
\delta ,
\pi 

2

\Bigr] 
, выделяя особую точку z = 0 [7, 8]. Для оценки остатка RN выберем

произвольное число \varepsilon > 0 и по нему \delta > 0 так, чтобы выполнялось неравенство:
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M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha <

\varepsilon 

3
. Оценим по модулю второй интеграл по области [ - \delta ,\delta ] в указанной сум-

ме:\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\delta \int 

 - \delta 

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 2

\pi 

\delta \int 
0

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dz. (6)

В силу того, что f(x) \in C\alpha следует существование M > 0 и выполнение неравен-
ства:

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| \leq M | h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z| \alpha . (7)

Учитывая (7), имеем:

2

\pi 

\delta \int 
0

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dz < Mh\alpha 
\delta \int 

0

z\alpha  - 1dz =
M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha .

Поскольку \delta выбрано из условия
M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha <

\varepsilon 

3
, в итоге получим:\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 

\delta \int 
 - \delta 

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon 

3
. (8)

Первый и третий интегралы разбитого на три интеграла (5) стремятся к нулю
при N \rightarrow \infty в силу замкнутости тригонометрической системы [7–9]. Для них можно
указать такие номера N1 и N2, что для N > N1, N2 каждый из интегралов по модулю
будет меньше

\varepsilon 

3
. В итоге мы получим, что | fN(x) - f(x)| = RN < \varepsilon .

Перейдя к переменной t имеем неравенство для любых x \in [a, b]:

RN =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\pi \int 

0

[f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl[ 
(2N + 1)

\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) \Bigr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon . (9)

Другими словами, мы получили, что любую функцию f , принадлежащую клас-
су Гёльдера-Липшица (f(y) \in C\alpha (G)), можно аппроксимировать с любой наперёд
заданной точностью следующей конечной суммой зависимостей от x коэффициентов
её ряда Фурье: \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) - f(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Напомним, что x \in [a, b],y \in [a - h, b+ h] = G.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Замечание 1. Теорему 1 можно обобщить и на кусочно-гёльдеровы функции [7–
9], применяя вышеописанный метод доказательства для каждого куска гладкости
функции и рассматривая пределы справа и слева в точках разрыва функции.
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Approximation of helder functions by its Fourier

coefficients for a harmonically modulated argument

N.D. Kuzmichev

National Research Mordovian State University

Abstract: The paper provides a proof of the theorem according to which any function
belonging to the Helder class C\alpha (G) can be approximated with any predetermined
accuracy by a finite sum of its Fourier coefficients for a harmonically modulated
argument.
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