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Аннотация: В работе рассматриваются линейный и нелинейные дифференциаль-
ные операторы, на основе которых записываются уравнения колебаний деформи-
руемой пластины. Нелинейные операторы получены путем обобщения линейного
оператора на случай нелинейностей изгибающего момента, силы демпфирования
и продольной силы. На основе предложенных уравнений разработаны математи-
ческие модели механической системы, состоящей из трубопровода, заполненного
газожидкостной средой и скрепленного одним концом с датчиком для измере-
ния давления в камере сгорания авиационного двигателя, и другим концом с
этой камерой. Чувствительным элементом датчика, передающим информацию о
давлении, является деформируемая пластина, концы которой закреплены жест-
ко. На основе метода малого параметра получены асимптотические уравнения,
описывающие совместную динамику рабочей среды в трубопроводе и деформи-
руемого элемента датчика. Исследование динамики упругого элемента основано
на применении метода Бубнова-Галеркина и проведении численных эксперимен-
тов в системе Mathematica 12.0. Произведен сравнительный анализ решений для
линейной и нелинейных моделей. Показано влияние перечисленных выше видов
нелинейностей на изменение величины прогиба пластины.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения в частных произ-
водных, аэрогидроупругость, датчик давления, трубопровод, упругий элемент,
метод малого параметра, метод Бубнова-Галёркина.

1. Математическая модель системы измерения давления

В работе в дополнение к проведенным ранее исследованиям [1, 2], произведен
сравнительный анализ решений, полученных на основе разработанных нелинейных
начально-краевых задач и решения линейной начально-краевой задачи для систем
дифференциальных уравнений, описывающих совместную динамику рабочей среды
в трубопроводе, закрепленного одним концом с камерой сгорания авиационного дви-
гателя, и чувствительного элемента датчика давления, закрепленного на другом кон-
це трубопровода. Анализ производился на основе численных экспериментов в системе
компьютерной алгебры Mathematica 12.0 для конкретных параметров механической
системы. Система представлена на рис. 1.

Чувствительным элементом датчика измерения давления рабочей среды в камере
сгорания авиационного двигателя является упругая пластина длиной H и толщиной
h. На рис. 1: l – длина трубопровода 2, соединяющего датчик давления 3 с каме-
рой сгорания 1. На одном конце трубопровода (x =  - l), закрепленного на выходе
из камеры сгорания двигателя, задан закон изменения давления рабочей среды 4.
На другом конце трубопровода расположен чувствительный элемент 5 (x \in [0, h])
датчика, предназначенного для измерения этого давления.

*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-21-00517.
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Рис. 1. Трубопровод с датчиком

Математическая постановка задачи в модели несжимаемой среды примет вид:

\Phi xx + \Phi yy = 0, x \in ( - l, 0) , y \in (0, H) , (1)

\Phi xgx + \Phi ygy =  - gt, g(x, y, t) = 0, y \in (0, H), (2)

\Phi y(x, 0, t) = \Phi y(x,H, t) = 0, x \in ( - l, 0), (3)

L (w(y, t)) = P (w(y, t), y, t) - \=P , y \in (0, H), (4)

P = P0  - \rho 

\biggl( 
\Phi t +

1

2
\Phi 2
x +

1

2
\Phi 2
y

\biggr) 
, (5)

P ( - l, y, t) = F (y, t), y \in (0, H). (6)

Здесь w(y, t) – прогиб пластины; \Phi (x, y, t), P (x, y, t) – потенциал скорости и дав-
ление рабочей среды в трубопроводе; g(x, y, t) = 0 – уравнение поверхности упругого
элемента; F (y, t) – давление рабочей среды на входе в трубопровод; P0 – давление в
рабочей среде в состоянии покоя; \rho – плотность среды.

Для описания динамики деформируемой пластины, подверженной аэрогидроди-
намическому и тепловому воздействию, введем несколько видов входящих в уравне-
ние (4) дифференциальных и интегро-дифференциальных операторов:

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +Dwyyyy +N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt; (7)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +Dwyyyy +N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt - 

 - wyy

\biggl( 
\mu 

\int H

0

w2
ydy + \eta 

\biggl( \int H

0

w2
ydy

\biggr) 
t

\biggr) 
; (8)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yy

+N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt; (9)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yy

+N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt+

+ \beta 2

\biggl[ 
wyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yyt

. (10)

При этом предполагается, что концы пластины закреплены жестко, а темпера-
тура пластины T (x, t) переменная, тогда

w(0, t) = wy(0, t) = 0, w(H, t) = wy(H, t) = 0, N (t) = N0 +
E\alpha T
1 - \nu 

h\int 
0

T (x, t) dx.

(11)
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В операторе (8) произведен учет нелинейности, возникающей вследствие удлине-
ния пластины; в операторе (9) учтена нелинейность изгибающего момента; в опера-
торе (10) производится уточнение оператора (9) в случае учета нелинейности демп-
фирования пластины. Целью работы является сравнительный анализ колебаний де-
формируемой пластины, полученных на основе нелинейных моделей деформируе-
мого твердого тела (8)-(10), и колебаний, полученных на основе линейной модели
(7).

Разложим функции w(y, t), g(x, y, t), \Phi (x, y, t), F (y, t) и коэффициент \alpha T по ма-

лому параметру \varepsilon =
h

H
:

w(y, t) = w0(y) + \varepsilon w1(y, t) + ... , g(x, y, t) = x - w(y, t) = x - w0(y) - \varepsilon w1(y, t) - ... ,
(12)

\Phi (x, y, t) = \varepsilon \varphi (x, y, t) + ... , F (y, t) = P0 + \varepsilon P\ast (y, t) + ..., \alpha T = \varepsilon \alpha T1 + ... . (13)

Ограничиваясь членами первого порядка \varepsilon , представим оператор L (w(y, t)) в
виде

L (w(y, t)) = L1 (w0(y)) + \varepsilon L2 (w0(y), w1(y, t)) . (14)

Подставляя разложения (12)-(14) в систему (1)-(6) и ограничиваясь членами пер-
вого порядка \varepsilon , получим асимптотическую модель задачи в первом приближении:

\varphi xx + \varphi yy = 0, x \in ( - l, 0) , (15)

\varphi x (w0(y), y, t) - w0y(y)\varphi y (w0(y), y, t) = w1t(y, t), (16)

\varphi y(x, 0, t) = \varphi y(x,H, t) = 0, x \in ( - l, 0), (17)

L1 (w0(y)) = P0  - \=P , (18)

L2 (w0(y), w1(y, t)) =  - \rho \varphi t (w0(y), y, t) , (19)

 - \rho \varphi t ( - l, y, t) = P\ast (y, t) . (20)

Во всех формулах (15)-(20) координата y \in (0, H).
Уравнение (18) является обыкновенным дифференциальным или интегро-диффе-

ренциальным уравнением для одной неизвестной функции w0(y) с краевыми усло-
виями (11). В системе Mathematica численно найдены решение уравнения (18) для
операторов (7)-(10). Показано, что в нулевом приближении нелинейная продольная
сила, возникающая вследствие удлинения пластины из-за ее деформации, приводит
к уменьшению прогиба пластины, а нелинейная составляющая изгибающего момента
приводит к увеличению прогиба пластины.

2. Решение аэрогидродинамической задачи и численные экспе-
рименты

В предположении, что избыточное давление не зависит от координаты y, т.е.
P\ast (y, t) = P\ast (t), для решения аэрогидродинамической задачи (15)-(16), (19)-(20)
функции \varphi (x, y, t) и w(y, t) будем искать в виде

\varphi (x, y, t) =  - 1

\rho 

t\int 
0

P\ast (z) dz + (x+ l)\alpha (t) +
\infty \sum 
n=1

\varphi n (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda ny \cdot sh\lambda n (x+ l) , \lambda n =
n\pi 

H
,

(21)

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn (t) \xi n (y) , (22)

14



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

где \{ \xi n (y)\} \infty n=1 – полная система базисных функций на отрезке [0, H], удовлетворя-
ющих условиям жесткого закрепления концов пластины. Функция \varphi (x, y, t) в виде
(21) удовлетворяет (15), (17), (20).

Подставляя (21)-(22) в (16), (19) и проецируя (16) на полную систему повероч-
ных функций \{ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda ky\} \infty k=0, а (19) на систему базисных функций \{ \xi k (y)\} \infty k=1, соглас-
но методу Бубнова-Галеркина получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для определения неизвестных функций \varphi n (t) , wn (t), на основе которой
производятся численные эксперименты.

Проведены численные эксперименты для операторов (7)-(10), при этом отрезки
рядов в разложениях (21)-(22) взяты длиной m = 8. Например, для параметров
механической системы l = 0, 5, H = 0, 02, \rho = 1000, P0  - \=P = 2 \cdot 104, h = 7 \cdot 10 - 4,
E = 7 \cdot 1010, \eta = 0, 34, D = 2, 262, M = 1, 89, N0 = 105, \gamma = 4, \mu = 30, \eta = 10,
\beta 1 = 4, \beta 2 = 4, T (x, t) = 293, 15+40 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\bigl( 
\pi x
h

\bigr) 
, P\ast (t) = 106(5 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 10t), wk(0) = 0,

wkt(0) = 0, k = 1,m в программе Mathematica 12.0 построены графики функции
деформации

w(y, t) = w0 (y) + \varepsilon 

m\sum 
n=1

wn (t) \xi n (y) .

На рис. 2 представлены деформация пластины и отличие деформации пластины в
моделях (7) и (8), (7) и (9), (7) и (10) в момент времени t = 5, где wlin(y, t), wnon1(y, t),
wnon2(y, t), wnon3(y, t) это деформации пластины, полученные для операторов (7)-(10)
соответственно.

Рис. 2. Деформация пластины и отличие деформации пластины в линейной и нелинейных
моделях

Как видно из рис. 2 все учтенные нелинейные силы приводят к уменьшению
прогиба пластины, причем наибольшее изменение прогиба достигается вследствие
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учета нелинейной составляющей изгибающего момента.
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Comparative analysis of some mathematical models of

engine pressure measurement systems

A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, G.A. Ankilov

Ulyanovsk state technical university

Abstract: The paper considers linear and nonlinear differential operators, on the
basis of which the equations of vibration of a deformable plate are written down.
The nonlinear operators are obtained by generalising the linear operator to the case
of nonlinearities of bending moment, damping force and longitudinal force. Based
on the proposed equations, mathematical models of a mechanical system consisting
of a pipeline filled with a gas-liquid medium and coupled at one end to a sensor
for measuring the pressure in the combustion chamber of an aircraft engine and
at the other end to this chamber have been developed. The sensing element of the
sensor, which transmits the pressure information, is a deformable plate, the ends
of which are rigidly fixed. On the basis of the small parameter method, asymptotic
equations describing the joint dynamics of the working medium in the pipeline and
the deformable element of the sensor are obtained. The study of the dynamics of
the elastic element is based on the application of the Bubnov-Galerkin method and
numerical experiments in Mathematica 12.0. A comparative analysis of solutions for
linear and nonlinear models is performed. The influence of the above-mentioned types
of nonlinearities on the change in the value of the plate deflection is shown.

Keywords: nonlinear partial differential equations, aero-hydroelasticity, pressure sensor,
pipeline, elastic element, small parameter method, Bubnov-Galerkin method.
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