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Предисловие

Настоящее издание содержит материалы докладов XI Международ-
ной научной молодежной школы-семинара «Математическое моделиро-
вание, численные методы и комплексы программ» имени Е. В. Воскре-
сенского, которая была проведена с 26 по 28 июля 2024 г. в г. Саранск
(Россия). Организаторами школы-семинара выступили Национальный
исследовательский Мордовский государственный университет им. Н.П.
Огарева, Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН и
Средне-Волжское математическое общество.

Первая молодёжная научная школа-семинар по математическому мо-
делированию, численным методам и комплексам программ организована
в 2003 году. С тех пор школы-семинары стали регулярно проводится один
раз в два года (чередуясь с научными конференциями). Основателем и
идейным вдохновителем научных конференций и школ-семинаров являл-
ся талантливый ученый и организатор д.ф.-м.н. профессор Е.В. Воскре-
сенский. Он руководил этими мероприятиями до 2008 года.

Доклады, представленные на школе-семинаре, посвящены исследова-
ниям математических моделей в физике, химии, биологии, экономике и
других областях человеческого знания. Диапазон подходов к исследова-
нию моделей, рассмотренных в докладах, достаточно широк и включает
как качественные, так и численные методы. Как правило, при использо-
вании численных методов авторы привлекают современные компьютер-
ные технологии, например, параллельные вычисления. Тематика докла-
дов соответствует семинарам школы:

1. Принципы построения математических моделей.
2. Численная реализация алгоритмов математических моделей.
3. Динамические системы и качественные методы анализа математи-

ческих моделей.
4. Математические модели физики, химии, биологии, экономики, со-

циологии, экологии и других отраслей науки.
Все доклады, представленные на школе-семинаре, были предвари-

тельно прорецензированы Программным комитетом.
Организаторы благодарны всем участникам школы-семинара за ин-

тересные доклады и плодотворную дискуссию.
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УДК 517.9:539.3:532.5

Сравнительный анализ некоторых математических

моделей систем измерения давления в двигателях*

Анкилов А.В., Вельмисов П.А., Анкилов Г.А.

ФГБОУ ВО «Ульяновский государственный технический университет»

Аннотация: В работе рассматриваются линейный и нелинейные дифференциаль-
ные операторы, на основе которых записываются уравнения колебаний деформи-
руемой пластины. Нелинейные операторы получены путем обобщения линейного
оператора на случай нелинейностей изгибающего момента, силы демпфирования
и продольной силы. На основе предложенных уравнений разработаны математи-
ческие модели механической системы, состоящей из трубопровода, заполненного
газожидкостной средой и скрепленного одним концом с датчиком для измере-
ния давления в камере сгорания авиационного двигателя, и другим концом с
этой камерой. Чувствительным элементом датчика, передающим информацию о
давлении, является деформируемая пластина, концы которой закреплены жест-
ко. На основе метода малого параметра получены асимптотические уравнения,
описывающие совместную динамику рабочей среды в трубопроводе и деформи-
руемого элемента датчика. Исследование динамики упругого элемента основано
на применении метода Бубнова-Галеркина и проведении численных эксперимен-
тов в системе Mathematica 12.0. Произведен сравнительный анализ решений для
линейной и нелинейных моделей. Показано влияние перечисленных выше видов
нелинейностей на изменение величины прогиба пластины.

Ключевые слова: нелинейные дифференциальные уравнения в частных произ-
водных, аэрогидроупругость, датчик давления, трубопровод, упругий элемент,
метод малого параметра, метод Бубнова-Галёркина.

1. Математическая модель системы измерения давления

В работе в дополнение к проведенным ранее исследованиям [1, 2], произведен
сравнительный анализ решений, полученных на основе разработанных нелинейных
начально-краевых задач и решения линейной начально-краевой задачи для систем
дифференциальных уравнений, описывающих совместную динамику рабочей среды
в трубопроводе, закрепленного одним концом с камерой сгорания авиационного дви-
гателя, и чувствительного элемента датчика давления, закрепленного на другом кон-
це трубопровода. Анализ производился на основе численных экспериментов в системе
компьютерной алгебры Mathematica 12.0 для конкретных параметров механической
системы. Система представлена на рис. 1.

Чувствительным элементом датчика измерения давления рабочей среды в камере
сгорания авиационного двигателя является упругая пластина длиной H и толщиной
h. На рис. 1: l – длина трубопровода 2, соединяющего датчик давления 3 с каме-
рой сгорания 1. На одном конце трубопровода (x =  - l), закрепленного на выходе
из камеры сгорания двигателя, задан закон изменения давления рабочей среды 4.
На другом конце трубопровода расположен чувствительный элемент 5 (x \in [0, h])
датчика, предназначенного для измерения этого давления.

*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-21-00517.
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Рис. 1. Трубопровод с датчиком

Математическая постановка задачи в модели несжимаемой среды примет вид:

\Phi xx + \Phi yy = 0, x \in ( - l, 0) , y \in (0, H) , (1)

\Phi xgx + \Phi ygy =  - gt, g(x, y, t) = 0, y \in (0, H), (2)

\Phi y(x, 0, t) = \Phi y(x,H, t) = 0, x \in ( - l, 0), (3)

L (w(y, t)) = P (w(y, t), y, t) - \=P , y \in (0, H), (4)

P = P0  - \rho 

\biggl( 
\Phi t +

1

2
\Phi 2
x +

1

2
\Phi 2
y

\biggr) 
, (5)

P ( - l, y, t) = F (y, t), y \in (0, H). (6)

Здесь w(y, t) – прогиб пластины; \Phi (x, y, t), P (x, y, t) – потенциал скорости и дав-
ление рабочей среды в трубопроводе; g(x, y, t) = 0 – уравнение поверхности упругого
элемента; F (y, t) – давление рабочей среды на входе в трубопровод; P0 – давление в
рабочей среде в состоянии покоя; \rho – плотность среды.

Для описания динамики деформируемой пластины, подверженной аэрогидроди-
намическому и тепловому воздействию, введем несколько видов входящих в уравне-
ние (4) дифференциальных и интегро-дифференциальных операторов:

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +Dwyyyy +N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt; (7)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +Dwyyyy +N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt - 

 - wyy

\biggl( 
\mu 

\int H

0

w2
ydy + \eta 

\biggl( \int H

0

w2
ydy

\biggr) 
t

\biggr) 
; (8)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yy

+N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt + \beta 2wyyyyt; (9)

L (w(y, t)) \equiv Mwtt +

\biggl[ 
Dwyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yy

+N(t)wyy + \gamma w + \beta 1wt+

+ \beta 2

\biggl[ 
wyy

\biggl( 
1 - 3

2
w2
y

\biggr) \biggr] 
yyt

. (10)

При этом предполагается, что концы пластины закреплены жестко, а темпера-
тура пластины T (x, t) переменная, тогда

w(0, t) = wy(0, t) = 0, w(H, t) = wy(H, t) = 0, N (t) = N0 +
E\alpha T
1 - \nu 

h\int 
0

T (x, t) dx.

(11)
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В операторе (8) произведен учет нелинейности, возникающей вследствие удлине-
ния пластины; в операторе (9) учтена нелинейность изгибающего момента; в опера-
торе (10) производится уточнение оператора (9) в случае учета нелинейности демп-
фирования пластины. Целью работы является сравнительный анализ колебаний де-
формируемой пластины, полученных на основе нелинейных моделей деформируе-
мого твердого тела (8)-(10), и колебаний, полученных на основе линейной модели
(7).

Разложим функции w(y, t), g(x, y, t), \Phi (x, y, t), F (y, t) и коэффициент \alpha T по ма-

лому параметру \varepsilon =
h

H
:

w(y, t) = w0(y) + \varepsilon w1(y, t) + ... , g(x, y, t) = x - w(y, t) = x - w0(y) - \varepsilon w1(y, t) - ... ,
(12)

\Phi (x, y, t) = \varepsilon \varphi (x, y, t) + ... , F (y, t) = P0 + \varepsilon P\ast (y, t) + ..., \alpha T = \varepsilon \alpha T1 + ... . (13)

Ограничиваясь членами первого порядка \varepsilon , представим оператор L (w(y, t)) в
виде

L (w(y, t)) = L1 (w0(y)) + \varepsilon L2 (w0(y), w1(y, t)) . (14)

Подставляя разложения (12)-(14) в систему (1)-(6) и ограничиваясь членами пер-
вого порядка \varepsilon , получим асимптотическую модель задачи в первом приближении:

\varphi xx + \varphi yy = 0, x \in ( - l, 0) , (15)

\varphi x (w0(y), y, t) - w0y(y)\varphi y (w0(y), y, t) = w1t(y, t), (16)

\varphi y(x, 0, t) = \varphi y(x,H, t) = 0, x \in ( - l, 0), (17)

L1 (w0(y)) = P0  - \=P , (18)

L2 (w0(y), w1(y, t)) =  - \rho \varphi t (w0(y), y, t) , (19)

 - \rho \varphi t ( - l, y, t) = P\ast (y, t) . (20)

Во всех формулах (15)-(20) координата y \in (0, H).
Уравнение (18) является обыкновенным дифференциальным или интегро-диффе-

ренциальным уравнением для одной неизвестной функции w0(y) с краевыми усло-
виями (11). В системе Mathematica численно найдены решение уравнения (18) для
операторов (7)-(10). Показано, что в нулевом приближении нелинейная продольная
сила, возникающая вследствие удлинения пластины из-за ее деформации, приводит
к уменьшению прогиба пластины, а нелинейная составляющая изгибающего момента
приводит к увеличению прогиба пластины.

2. Решение аэрогидродинамической задачи и численные экспе-
рименты

В предположении, что избыточное давление не зависит от координаты y, т.е.
P\ast (y, t) = P\ast (t), для решения аэрогидродинамической задачи (15)-(16), (19)-(20)
функции \varphi (x, y, t) и w(y, t) будем искать в виде

\varphi (x, y, t) =  - 1

\rho 

t\int 
0

P\ast (z) dz + (x+ l)\alpha (t) +
\infty \sum 
n=1

\varphi n (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda ny \cdot sh\lambda n (x+ l) , \lambda n =
n\pi 

H
,

(21)

w1(y, t) =
\infty \sum 
n=1

wn (t) \xi n (y) , (22)

14
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где \{ \xi n (y)\} \infty n=1 – полная система базисных функций на отрезке [0, H], удовлетворя-
ющих условиям жесткого закрепления концов пластины. Функция \varphi (x, y, t) в виде
(21) удовлетворяет (15), (17), (20).

Подставляя (21)-(22) в (16), (19) и проецируя (16) на полную систему повероч-
ных функций \{ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\lambda ky\} \infty k=0, а (19) на систему базисных функций \{ \xi k (y)\} \infty k=1, соглас-
но методу Бубнова-Галеркина получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для определения неизвестных функций \varphi n (t) , wn (t), на основе которой
производятся численные эксперименты.

Проведены численные эксперименты для операторов (7)-(10), при этом отрезки
рядов в разложениях (21)-(22) взяты длиной m = 8. Например, для параметров
механической системы l = 0, 5, H = 0, 02, \rho = 1000, P0  - \=P = 2 \cdot 104, h = 7 \cdot 10 - 4,
E = 7 \cdot 1010, \eta = 0, 34, D = 2, 262, M = 1, 89, N0 = 105, \gamma = 4, \mu = 30, \eta = 10,
\beta 1 = 4, \beta 2 = 4, T (x, t) = 293, 15+40 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\bigl( 
\pi x
h

\bigr) 
, P\ast (t) = 106(5 - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 10t), wk(0) = 0,

wkt(0) = 0, k = 1,m в программе Mathematica 12.0 построены графики функции
деформации

w(y, t) = w0 (y) + \varepsilon 

m\sum 
n=1

wn (t) \xi n (y) .

На рис. 2 представлены деформация пластины и отличие деформации пластины в
моделях (7) и (8), (7) и (9), (7) и (10) в момент времени t = 5, где wlin(y, t), wnon1(y, t),
wnon2(y, t), wnon3(y, t) это деформации пластины, полученные для операторов (7)-(10)
соответственно.

Рис. 2. Деформация пластины и отличие деформации пластины в линейной и нелинейных
моделях

Как видно из рис. 2 все учтенные нелинейные силы приводят к уменьшению
прогиба пластины, причем наибольшее изменение прогиба достигается вследствие

15
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учета нелинейной составляющей изгибающего момента.
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Comparative analysis of some mathematical models of

engine pressure measurement systems

A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, G.A. Ankilov

Ulyanovsk state technical university

Abstract: The paper considers linear and nonlinear differential operators, on the
basis of which the equations of vibration of a deformable plate are written down.
The nonlinear operators are obtained by generalising the linear operator to the case
of nonlinearities of bending moment, damping force and longitudinal force. Based
on the proposed equations, mathematical models of a mechanical system consisting
of a pipeline filled with a gas-liquid medium and coupled at one end to a sensor
for measuring the pressure in the combustion chamber of an aircraft engine and
at the other end to this chamber have been developed. The sensing element of the
sensor, which transmits the pressure information, is a deformable plate, the ends
of which are rigidly fixed. On the basis of the small parameter method, asymptotic
equations describing the joint dynamics of the working medium in the pipeline and
the deformable element of the sensor are obtained. The study of the dynamics of
the elastic element is based on the application of the Bubnov-Galerkin method and
numerical experiments in Mathematica 12.0. A comparative analysis of solutions for
linear and nonlinear models is performed. The influence of the above-mentioned types
of nonlinearities on the change in the value of the plate deflection is shown.

Keywords: nonlinear partial differential equations, aero-hydroelasticity, pressure sensor,
pipeline, elastic element, small parameter method, Bubnov-Galerkin method.
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УДК 544.4:004.023

Расчет оптимального температурного режима

каталитического процесса*

Антипина Е.В., Мустафина С.А., Антипин А.Ф.

Уфимский университет науки и технологий

Аннотация: В работе приведены результаты расчета оптимального температур-
ного режима для каталитического процесса в реакторе идеального смешения с
целью получения максимального выхода продуктов реакции.

Ключевые слова: оптимальный температурный режим, каталитический процесс,
реактор идеального смешения.

1. Постановка задачи

Применение методов математического моделирования для определения оптималь-
ных условий ведения химико-технологических процессов дает возможность повысить
производительность технологической схемы процесса и получить конкретные количе-
ственные результаты путем имитации лабораторного эксперимента с помощью ком-
пьютерных программ.

В качестве методов решения оптимизационных задач и задач управления можно
использовать эволюционные вычисления, которые представляют собой интеллекту-
альные системы извлечения новых знаний и ориентированы на автоматическое их
накопление с использованием процедур анализа и обобщения данных [1,2].

Одним из направлений эволюционных вычислений являются генетические алго-
ритмы. Генетические алгоритмы основаны на поиске лучших решений с помощью
наследования и усиления полезных свойств множества объектов определенной обла-
сти в процессе имитации их эволюции [3,4].

С помощью генетического алгоритма определим оптимальный температурный
профиль каталитического процесса димеризации \alpha -метилстирола в реакторе иде-
ального смешения.

Механизм реакции димеризации \alpha -метилстирола в присутствии цеолитного ка-
тализатора NaHY описывается совокупностью стадий [4]:

2X1 \updownarrow X2,

2X1 \updownarrow X3,

2X1 \rightarrow X4,

X2 \updownarrow X4,

X3 \rightarrow X4,

X1 +X2 \rightarrow X5,

X1 +X3 \rightarrow X5,

*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00186,
https://rscf.ru/project/24-21-00186/.
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X1 +X4 \rightarrow X5,

где X1 – \alpha -метилстирол, X2 – \alpha -димер, X3 – \beta -димер, X4 – циклический димер, X5 –
тримеры.

Математическая модель процесса димеризации \alpha -метилстирола в реакторе иде-
ального смешения приведена в работе [5]. Параметром управления является темпе-
ратура хладоагента, на значения которой наложены ограничения (К):

303 \leq Tx(t) \leq 403.

Поскольку целевыми продуктами реакции димеризации \alpha -метилстирола являют-
ся линейные димеры, то зададим в качестве критерия оптимальности их максималь-
ный выход в конечный момент времени (t = tend):

x2(tend) + x3(tend) \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} .

2. Результаты и их обсуждение

В результате проведенных расчетов с помощью генетического алгоритма с ве-
щественным кодированием вычислены оптимальные концентрации веществ и опти-
мальный температурный режим процесса димеризации \alpha -метилстирола в реакторе
идеального смешения (рис. 1). Выявлено, что при соблюдении вычисленного опти-
мального температурного режима достигается максимальный выход линейных ди-
меров (71% \alpha -димера, 10,2% \beta -димера).

0,0 0,5 1,0 1,5

300

350

400

T x
 , 

t, 

Рис. 1. Оптимальная температура хладоагента
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Аннотация: В статье описывается применение методов машинного обучения для
определения категории грунта. Был выполнен анализ нескольких мето-дов пред-
сказательной аналитики, и в качестве лучшего был выбран метод случайного
леса.

Ключевые слова: классификация грунтов, категории грунта, предсказательная
аналитика, машинное обучение, случайный лес.

Грунты, представляющие собой комплекс природных материалов, различаются
по своему происхождению, химическому составу, текстуре, физическим свойствам
и другим характеристикам. Важность определения категорий грунта в инженерной
сфере невозможно переоценить, поскольку геологические и геотехнические особен-
ности грунтов напрямую влияют на проектирование и строительство различных объ-
ектов. Целью данной работы является разработка программного обеспечения (ПО),
которое реализует методы предсказательной аналитики, применяемые для повыше-
ния точности прогнозирования и уменьшения вероятности получения ошибочного
прогноза категории грунта.

Актуальность работы заключается в том, что применение существующих мето-
дов анализа данных о грунтах зачастую требует значительных временных и люд-
ских ресурсов, а также может быть подвержено возникновению ошибок, связанных
с человеческим фактором. Разработанное ПО позволяет автоматизировать процесса
анализа данных, что значительно повышает его объективность, точность и эффек-
тивность.

В качестве исходных данных в работе были использованы результаты анализа
проб грунта, собранных на территории Московской области. Они были представ-
ленные в формате CSV-файла, который содержит информацию о координатах за-
легания, химическом составе, физических свойствах и других параметрах грунта,
необходимых для проведения оценки качества почвы и принятия решений по её ис-
пользованию.

В качестве основных инструментов разработки использовались интерактивная
среда Jupyter Lab и язык программирования Python, предоставляющий большое
количество библиотек для эффективной реализации алгоритмов машинного обуче-
ния, визуализации данных и построения графических программных интерфейсов. В
частности, в процессе разработки использовались следующие библиотеки:

\cdot pandas – предоставляет удобные инструменты для работы с данными, вклю-
чая чтение и запись данных, манипуляции с таблицами, фильтрацию и агрегацию
данных;

\cdot Numpy – для выполнения математических операций и работы с массивами дан-
ных;

\cdot Scikit-learn (sklearn) – предоставляет реализацию различных алгоритмов
машинного обучения, включая используемые при анализе: Random Forest Classifier

22



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

(RFC), Naive Bayes, Multi-Layer Perceptron (MLP) и Decision Tree;
\cdot Matplotlib и Seaborn – предоставляют различные инструменты для построения

стати-стических графиков и диаграмм для анализа и визуализации данных;
\cdot Imblearn – позволяет выполнять работы с дисбалансом классов;
\cdot Tkinter – позволяет создавать графический интерфейс пользователя (GUI).
Исходный CSV-файл был импортирован с помощью библиотеки pandas и ее мето-

да read_csv в среду Jupyter Lab и преобразован в DataFrame. После этого выполнена
стандартная последовательность действий по обработке данных с помощью моделей
машинного обучения, которая включает подготовку данных, корректную обработку
пропущенных значений, выбор метрики качества, удаление аномалий из выборки,
удаление дублирующей информации и устранение дисбаланса классов, обучение мо-
дели и аналитику результатов. Далее опишем наиболее значимые этапы обработки
данных из числа вышеупомянутых.

Сбор и анализ данных являются одним из ключевых этапов научной и производ-
ственной деятельности. Однако любая выборка данных может содержать аномаль-
ные значения, известные также как выбросы, которые могут искажать результаты
анализа. Необходимость обнаружения таких аномалий является критически важной
для обеспечения точности и достоверности выводов, основанных на результатах ана-
лиза. Для обнаружения выбросов в данной работе были использованы визуальные
методы, такие как:

\cdot диаграммы разброса (scatter plots), которые позволяют визуально выявить
выбросы, отображая точки данных на графике,

\cdot диаграммы размаха (box plots), которые визуально показывают медиану, квар-
тили и размах данных, что позволяет выявлять выбросы.

Это делает возможным применение методов машинного обучения, такие как:
\cdot алгоритмы кластеризации, которые позволяют выявлять аномалии на основе

груп-пировки данных в кластеры и определять точки, значительно отличающиеся
от остальных (DBScan, AgglomerativeClustering);

\cdot алгоритмы обнаружения аномалий, которые используются для обучения моде-
лей на нормальных данных и выявления аномальных значений (Isolation Forest).

Использование перечисленных методов позволило выполнить глубокий анализ
данных о грунтах, выявить и исключить из выборки большинство выбросов. Как
показало проведенное в работе исследование, наиболее подходящим методом для об-
наружения аномалий является алгоритм DBSCAN, благодаря его способности эффек-
тивно идентифицировать плотные кластеры данных и отделять аномалии.

Рассмотрим примеры метрик качества, используемых для оценки моделей ма-
шинного обучения в задачах многоклассовой классификации, выбор которых играет
важную роль при оценке производительности этих моделей:

\cdot точность (Precision, P) – это метрика, которая отражает долю истинно поло-
жительных классификаций относительно всех положительных классификаций;

\cdot полнота (Recall, R) – это метрика, которая отражает долю истинно положитель-
ных классификаций относительно всех действительно положительных примеров.

\cdot F1-мера (F1-Score) – это гармоническое среднее между точностью и полнотой,
которое позволяет оценить баланс между перечисленными выше метриками. Форму-
ла F1-меры:

F1 = 2
P \cdot R
P +R

(1)
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Метрика F1-score была выбрана в качестве основной для оценки моделей клас-
сификации. Данный выбор обусловлен тем, что она учитывает как ложные поло-
жительные, так и ложные отрицательные классификации. Это особенно важно в
случаях, когда баланс между точностью и полнотой критически важен, что делает
F1-score наиболее подходящей метрикой для текущей задачи. Следует отметить,
что данная метрика использовалась в качестве основной при решении схожих задач
зарубежными авторами [1].

На следующем этапе выполнялось исключение дублирующихся признаков, кото-
рый был реализован для того, чтобы избежать избыточных вычислений и повысить
качество анализа данных. Для этого использовалась тепловая матрица корреляции,
позволившая исключить наиболее взаимосвязанные признаки.

Далее для устранения дисбаланса классов была применена комбинация методов
ре-семплинга. Был построен пайплайн из алгоритмов SMOTE, RandomOverSampler и
Nearmiss, затем для разных заявленных нижних и верхних границ проводился ре-
семплинг для определения наилучшей пары границ выборки.

На следующем этапе категориальные признаки были преобразованы в числовые
форматы для их последующего использования в моделях машинного обучения с по-
мощью метода get_dummies(), а затем полученные числовые признаки были масшта-
бированы для обеспечения нормализации данных. Этот этап важен для улучшения
работы моделей машинного обучения, так как масштабирование помогает избежать
проблемы несоответствия масштабов признаков. После этого данные были разделе-
ны на обучающую и тестовую выборки для оценки производительности модели. Это
стандартный процесс, который позволяет оценить, как хорошо модель будет работать
на новых данных.

Далее был реализован uplift-test для оценки влияния каждого фактора на
точность предсказания. При этом факторы постепенно добавлялись в модель и фик-
сировалась ключевая метрика. Это помогает понять, какие факторы оказывают наи-
большее влияние на целевую переменную или результат предсказания. Также данный
тест позволяет потенциально выявить факт и момент начала переобучения модели
под рабочую выборку, когда качество модели начинает ухудшаться или не меня-
ется на независимой выборке при росте качества на рабочей выборке. Результаты
uplift-test в нашем случае, говорят о том, что метрика качества монотонно возрас-
тает (рис. 1), и не происходит переобучение модели при увеличении числа признаков,
т.е. все признаки можно использовать для реализации модели. Однако количество
признаков также можно и уменьшить, если ключевая метрика на тестовой выбор-
ке преодолела устанавливаемый заказчиком порог. Так, например, если пороговым
значением для F1-score является 0.95, то можно оставить лишь 24 признака для
обучения модели (см. красную черту на рис. 1), что положительно скажется на вре-
мени обучения модели, и что более важно – на скорости сбора признаков на новых
данных.

Далее был выполнен подбор гиперпараметров модели RFC с использованием ме-
тода Grid Search – это процесс систематического перебора различных комбинаций
значений гиперпараметров с целью определения наилучшей конфигурации для моде-
ли. Гиперпараметры – это настраиваемые параметры, позволяющие управлять про-
цессом обучения модели. Наилучшие гиперпараметры модели RFC после проведения
grid_search: 100 – количество деревьев (n_estimators), 20 – максимальная глуби-
на деревьев (max_depth), 2 – минимальное количество образцов, необходимых для
разделения внутреннего узла (min_samples_split), 1 – минимальное количество об-
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Рис. 1. Визуализация uplift-test для первых 30 признаков.

разцов, необходимых для листового узла (min_samples_leaf).
После подбора гиперпараметров и обучения модели было произведено сравнение

RFC с другими классификаторами, которые можно было применить в этой задаче.
На рис. 2 представлено сравнение производительности четырех различных моделей
машинного обучения: RFC, MLP, Naive Bayes и Decision Tree.

Рис. 2. Сравнение рассмотренных моделей по F1-score

Анализ результатов позволяет определить, ка-кая из указанных моделей лучше
всего справляется с поставленной задачей:

1.Naive Bayes. Преимущества: проста в реализации, хорошо работает с катего-
риальными данными, эффективен для задач классификации текста. Результаты:
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точность предcказаний оставляет желать лучшего, её зачастую используют в каче-
стве базовой модели, поскольку качество предсказаний основано на распределении
классов.

2. MLP. Преимущества: способна моделировать сложные нелинейные зависимо-
сти, подходит для задач классификации и регрессии. Результаты: MLP достаточно
неплохая модель, но для данной задачи показала более низкую точность, чем RFC.

3. Decision Tree. Преимущества: проста в интерпретации, не требует масшта-
бирования данных, способна обнаруживать важные признаки. Результаты: по сути
является ячейкой в RFC, поэтому она ожидаемо показала более низкий результат.

4. RFC.Преимущества: высокая точность благодаря ансамблевому подходу, устой-
чивость к переобучению. Результаты: гипотеза подтвердилась, RFC является луч-
шей моделью для решения поставленной задачи.

Практическим результатом проведенного в работе исследования является про-
граммное обеспечение, которое может использоваться в геотехнических исследова-
ниях и строительных компаниях для оценки состояния грунта.
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Математическое моделирование передачи тепла в

системе «трубопровод – датчик давления»*

Вельмисов П.А., Абрашкин П.М., Ликанин А.В.

ФГБОУ ВО «Ульяновский госсударственный технический университет»

Аннотация: Рассматривается одномерная нестационарная задача о распределе-
нии температуры в механической системе «трубопровод – датчик давления».
Предложен численно-аналитический метод решения, основанный на методе Га-
леркина. Решение задачи сведено к интегрированию системы линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэф-
фициентами. В случае, когда температура на входе в трубопровод постоянна,
построено аналитическое решение задачи с помощью метода разделения пере-
менных.

Ключевые слова: теплообмен, трубопровод, датчик давления, дифференциальные
уравнения, метод Галеркина, метод разделения переменных.

1. Математическая модель теплопередачи

В различных отраслях науки и техники важным является повышение надеж-
ности и долговечности конструкций, подвергающихся вибрационному и тепловому
воздействиям. Температурные и вибрационным воздействия критичны, в том чис-
ле, для датчиков давления газожидкостных сред [1]. Это приводит к погрешностям
измерений и возможному разрушению чувствительных элементов. Создания новых
систем измерения давления в камерах сгорания двигателей требует, в частности,
развитие ракетно–космической и авиационной техники.

В данной статье представлена математическая модель теплопередачи в системе
«трубопровод – датчик давления» [2–4]. В такой системе наличие трубопровода, свя-
зывающего камеру сгорания двигателя с датчиком давления, позволяет уменьшить
тепловое и вибрационное воздействие на корпус датчика и его чувствительный эле-
мент. Модель позволяет исследовать изменение температуры по длине трубопровода
и в поперечном сечении чувствительного элемента датчика давления. Принципиаль-
ная схема системы изображена на рис. 1.

Рис. 1. Схема механической системы «трубопровод–датчик давления»

Математическая постановка задачи имеет вид

\partial T1
\partial t

= a21
\partial 2T1
\partial x2

 - b21 (T1  - T\ast ) , x \in (x1, 0) , (1)

*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда N 23-21-00517
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\partial T2
\partial t

= a22
\partial 2T2
\partial x2

 - b22 (T2  - T\ast ) , x \in (0, x2) , (2)

T1 (x1, t) = T\ast \ast (t) , (3)

 - k2
\partial T2
\partial x

(x2, t) = \alpha [T2 (x2, t) - T\ast ] , (4)

 - k1
\partial T1
\partial x

= \beta (T1  - T2) ,  - k2
\partial T2
\partial x

= \beta (T1  - T2) , x = 0. (5)

В формулах (1)–(5) функции T1(x, t) и T2(x, t) описывают распределения тем-
пературы в рабочей среде по длине трубопровода и по толщине чувствительного

элемента датчика; a21 =
k1
c1\rho 1

, a22 =
k2
c2\rho 2

, b21 =
\alpha 1

\rho 1c1
, b22 =

\alpha 2

\rho 2c2
; k1, k2, c1, c2, \rho 1, \rho 2 –

коэффициенты теплопроводности, коэффициенты теплоемкости и плотности рабо-
чей среды и материала элемента, \alpha – коэффициент теплообмена между материалом
элемента и внешней средой (поверхность x = x2); \beta – коэффициент теплообмена
между материалом элемента и рабочей средой (поверхность x = 0); \alpha 1, \alpha 2 – коэф-
фициенты теплообмена на боковых поверхностях трубопровода и чувствительного
элемента. Уравнения (1)-(2) описывают нестационарное распределение температу-
ры в рабочей среде в трубопроводе (T1) и в материале чувствительного элемента
(T2); условие (3) задает значение температуры (T\ast \ast ) на выходе из камеры сгорания
двигателя (на входе в трубопровод, x = x1); (4) – условие теплообмена на внешней
поверхности чувствительного элемента (x = x2), если \alpha = 0, то будем иметь усло-
вие теплоизоляции ; (5) – условия теплообмена между рабочей средой и материалом
чувствительного элемента (из этих условий следует равенство тепловых потоков при
x = 0).

2. Численно-аналитическое решение задачи

Задачу (1)–(5) будем решать методом Галеркина. Рассмотрим в качестве примера
случай, когда внешняя поверхность (x = x2) чувствительного элемента теплоизоли-
рована (\alpha = 0). Представим искомые функции T1(x, t), T2(x, t) в виде разложений по
полным системам функций

T1 = T\ast + A (t) +B (t)x+
N\sum 
n=1

An (t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx) , \lambda n =
n\pi 

x1
, x \in (x1, 0) (6)

T2 = T\ast + C (t) +
N\sum 
n=1

\~An (t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\nu nx) , \nu n =
2n - 1

2

\pi 

x2
, x \in (0, x2) (7)

где A (t), B (t), C (t), An (t), \~An (t) – функции, подлежащие определению. Подставляя
(6)-(7) в (1)-(2), запишем условия ортогональности невязок к базисным функциям,
при этом невязку уравнения (1) проецируем на систему функций \{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx)\} , а невяз-
ку уравнения (2) – на систему функций \{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\nu nx)\} 

\~A\prime 
m +

\bigl( 
a22\nu 

2
m + \beta 2

2

\bigr) 
\~Am =

2

x2

\bigl( 
C \prime + b22C

\bigr) 
\psi m, m = 1, N, (8)

A\prime 
m +

\bigl( 
a21\lambda 

2
m + \beta 2

1

\bigr) 
Am =

2

x1

\bigl( 
A\prime + b21A

\bigr) 
\xi m +

2

x1

\bigl( 
B\prime + b21B

\bigr) 
\theta m, m = 1, N. (9)
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Коэффициенты \xi m, \theta m, \psi m, определяются формулами

\xi m =

0\int 
x1

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda mxdx, \theta m =

0\int 
x1

x \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda mxdx, \psi m =

x2\int 
0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\nu mxdx (10)

С учетом граничных условий (3)-(5) получим:

A = T\ast \ast (t) - T\ast  - x1

\Biggl[ 
k2
k1

N\sum 
n=1

\nu n \~An  - 
N\sum 
n=1

\lambda nAn

\Biggr] 
, (11)

B =  - 
N\sum 
n=1

\lambda nAn +
k2
k1

N\sum 
n=1

\nu n \~An , (12)

C = T\ast \ast (t) - T\ast +

\biggl( 
k2
\beta 

 - k2x1
k1

\biggr) N\sum 
n=1

\nu n \~An + x1

N\sum 
n=1

\lambda nAn . (13)

Получили систему (2N + 3) уравнений для (2N + 3) функций A (t), B (t), C (t),
An (t), \~An (t), при этом (8)-(9) – линейные дифференциальные уравнения первого по-
рядка с постоянными коэффициентами, а (11)–(13) – линейные алгебраические урав-
нения. Подставляя выражения для A,B,C из (11)–(13) в (8)-(9), получим систему
(2N) линейных дифференциальных уравнений для (2N) функций An (t), \~An (t).

Решение задачи (1)–(5) можно также представить в виде разложений по полным

системам функций \{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx)\} , \lambda n =
n\pi 

x1
, x \in (x1, 0), n = 1,\infty и \{ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\nu nx)\} , \nu n =

n\pi 

x2
,

x \in (0, x2), n = 0,\infty :

T1 = T\ast + A (t) +B (t)x+
N\sum 
n=1

An (t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\lambda nx, \lambda n =
n\pi 

x1
, (14)

T2 = T\ast + C (t) +D (t)x+ E (t)x2 +
N\sum 
n=1

\~An (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \nu nx, \nu n =
n\pi 

x2
. (15)

Невязку уравнения (1) следует проецировать на систему функций \{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\lambda nx)\} ,
n = 1, N , а невязку уравнения (2) – на систему функций \{ \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\nu nx)\} , n = 0, N .

В случае, когда температура на входе в трубопровод (T\ast \ast ) постоянна, построено
аналитическое решение задачи (1)–(5) с помощью метода разделения переменных.
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Mathematical modeling of heat transfer in the system

«pipeline – pressure sensor»
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Abstract: The one-dimensional nonstationary problem of temperature distribution
in the mechanical system «pipeline – pressure sensor» is considered. A numerical
and analytical method of solution based on the Galerkin method is proposed. The
solution of the problem is reduced to integration of a system of linear ordinary
differential equations of the first order with constant coefficients. In the case when the
temperature at the pipeline inlet is constant, the analytical solution of the problem
is constructed using the method of separation of variables.
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УДК 517.929.63:519.6

Исследование одного уравнения с отклоняющимся

аргументом*

Вельмисов П.А., Маценко П.К., Тамарова Ю.А.

Ульяновский государственный технический университет

Аннотация: Рассматривается линейное дифференциальное уравнение с откло-
няющимся аргументом, полученное при исследовании математической модели
системы контроля за изменением давления в камере сгорания двигателя. Указа-
ны некоторые точные решения уравнения, а также предложен численный метод
решения, основанный на методе Рунге-Кутты.

Ключевые слова: дифференциально-разностные уравнения, метод Рунге-Кутты,
система измерения давления, аэрогидроупругость, динамика.

1. Приведение математической модели системы измерения дав-
ления к уравнению с отклоняющимся аргументом

Для контроля за изменением давления в камере сгорания двигателя применяют-
ся системы, в состав которых входит трубопровод и датчик давления. Трубопровод
в такой системе используется для ослабления высокотемпературного и вибрацион-
ного воздействия на датчик, так как позволяет расположить датчик на некотором
расстоянии от двигателя.

Рассмотрим систему, в которой трубопровод длиной l имеет поперечное сечение
в виде сектора, образованного лучами \theta = \theta 1, \theta = \theta 2 и окружностью r = R. Датчик
расположен в конце трубопровода (x = l) и содержит упругий элемент, который пред-
ставляет собой деформируемую пластину в форме сектора, как и поперечное сечение
трубопровода. Деформацию упругого элемента обозначим функцией w(r, \theta , t). Рабо-
чая среда в трубопроводе считается сжимаемой, а ее движение описывается потен-
циалом скорости \varphi (x, r, \theta , t). На входе в трубопровод (x = 0) задан закон изменения
P (r, \theta , t) избыточного давления рабочей среды. Соответствующая математическая
модель, описывающая динамику механической системы, имеет вид

\varphi tt = a20

\biggl( 
\varphi xx + \varphi rr +

1

r
\varphi r +

1

r2
\varphi \theta \theta 

\biggr) 
, x \in (0, l), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (1)

\varphi r(x,R, \theta , t) = 0, x \in (0, l), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (2)

\varphi \theta (x, r, \theta k, t) = 0, k = 1, 2, x \in (0, l), r \in (0, R), (3)

\varphi x(l, r, \theta , t) = wt(r, \theta , t), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (4)

 - \rho 0\varphi t(0, r, \theta , t) = P (r, \theta , t), r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2), (5)

L(w(r, \theta , t)) \equiv mwtt +D\bigtriangleup 2 w +N \bigtriangleup w + \beta (\bigtriangleup 2w)t + f(wt, w) = P0  - \rho 0\varphi t(l, r, \theta , t) - P\ast ,
(6)

r \in (0, R), \theta \in (\theta 1, \theta 2),

*Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда №23-21-00517.
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где

\bigtriangleup w =
\partial 2w

\partial r2
+

1

r

\partial w

\partial r
+

1

r2
\partial 2w

\partial \theta 2
,

\bigtriangleup 2w =
\partial 4w

\partial r4
+

2

r

\partial 3w

\partial r3
 - 1

r2
\partial 2w

\partial r2
+

1

r3
\partial w

\partial r
+

2

r2
\partial 4w

\partial \theta 2\partial r2
+

1

r4
\partial 4w

\partial \theta 4
 - 2

r3
\partial 3w

\partial \theta 2\partial r
+

4

r4
\partial 2w

\partial \theta 2
.

В (1)-(6) индексы снизу обозначают частные производные; P0, \rho 0, a0, P\ast , m, D, N ,
\beta - некоторые физические постоянные; f(wt, w) - некоторая линейная или нелинейная
функция, зависящая от деформации w и скорости деформации wt.

Задачу (1)-(6) необходимо дополнить начальными условиями, а также граничны-
ми условиями для функции w(r, \theta , t), соответствующими типу закрепления элемента.

В работе [1] с помощью введения интегральных характеристик основных динами-
ческих величин решение задачи (1)-(6) сведено к исследованию уравнения с откло-
няющимся аргументом, связывающего функцию \psi (t) (характеризует деформацию
упругого элемента датчика) с функцией G(t) (характеризует закон изменения дав-
ления рабочей среды в двигателе)

m0

\biggl[ 
\"\psi (t - l

a0
) + \"\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
+\alpha 0

\biggl[ 
\.\psi (t - l

a0
) + \.\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
+\gamma 0

\biggl[ 
\psi (t - l

a0
) + \psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
 - 

 - \rho 0a0w0

\biggl[ 
\.\psi (t - l

a0
) - \.\psi (t+

l

a0
)

\biggr] 
= 2

\biggl[ 
G(t) + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
. (7)

Отметим, что

G(t) =

\int \int 
H

P (r, \theta , t)rdrd\theta , H = \{ (r, \theta ) : 0 \leq r \leq R; \theta 1 \leq \theta \leq \theta 2\} , w(r, \theta , t) = \psi (t)g(r, \theta ),

m0 = m

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta , \alpha 0 = \alpha 

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta + \beta 

\int \int 
H

\bigtriangleup 2g(r, \theta )rdrd\theta ,

w0 =

\int \int 
H

rg(r, \theta )drd\theta ,

\gamma 0 = D

\int \int 
H

\bigtriangleup 2g(r, \theta )rdrd\theta +N

\int \int 
H

\bigtriangleup g(r, \theta )rdrd\theta + \gamma 

\int \int 
H

g(r, \theta )rdrd\theta .

Функция g(r, \theta ) удовлетворяет граничным условиям, соответствующим жесткому
защемлению: g(R, \theta ) = gr(R, \theta ) = 0, g(r, \theta k) = g\theta (r, \theta k) = 0, k = 1, 2. При этом
функция f(w,wt), являющаяся характеристикой упругих сил и сил демпфирования
внешних связей, принималась в виде f(w,wt) = \alpha wt + \gamma w.

2. Некоторые точные решения уравнения

Рассмотрим некоторые точные решения уравнения (7).
В случае, когда на постоянное рабочее давление наложено периодическое возму-

щение, функция G(t) задается в виде: G(t) = [a \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t+ b \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta t] +G0, тогда функцию
\psi (t) можно представить выражением \psi (t) = A \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta t + B \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta t + C (a, b,G0, A,B,C -
некоторые постоянные). Подставляя в уравнение (7) G(t) и \psi (t), получим следующие
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выражения для коэффициентов:

A =
4

\bigtriangleup 

\biggl[ 
a

m0

(( - \theta 2 + \gamma 0
m0

) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\theta l

a0
) - b

m0

\alpha 0\theta 

m0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\theta l

a0

\biggr] 
,

B =
4

\bigtriangleup 

\biggl[ 
b

m0

(( - \theta 2 + \gamma 0
m0

) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\theta l

a0
) +

a

m0

\alpha 0\theta 

m0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\theta l

a0

\biggr] 
,

\bigtriangleup = 4

\biggl[ 
a

m0

( - \theta 2 + \gamma 0
m0

) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
\theta l

a0
 - \rho 0a0w0\theta 

m0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\theta l

a0

\biggr] 2
+ 4

\biggl( 
\alpha 0\theta 

m0

\biggr) 2

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2
\theta l

a0
,

C =
1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
.

Если G(t) = at2 + bt + G0, то функцию \psi (t) ищем в виде \psi (t) = At2 + Bt + C.
После подстановки в (7) получим:

A =
a

\gamma 0
, B =

b

\gamma 0
 - 2a\alpha 0

\gamma 20
,

C =  - m0a

\gamma 20

\biggl( 
2 +

\gamma 0l
2

m0a20
+

2\rho 0w0l

m0

\biggr) 
 - \alpha 0

\gamma 0

\biggl( 
b

\gamma 0
 - 2a\alpha 0

\gamma 20

\biggr) 
+

1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
.

При экспоненциальном возмущении постоянного рабочего давления функцияG(t)
имеет вид: G(t) = G0+ae

\lambda t. При \lambda > 0 имеет место экспоненциальный рост давления,
при \lambda < 0 имеем для давления график с насыщением. В этом случае \psi (t) = C+Ae\lambda t.
Подставив ее в уравнение (7) и проведя ряд несложных математических действий,
найдем коэффициенты A и C:

A =
a

\mathrm{c}\mathrm{h}
\Bigl( 
\lambda l
a0

\Bigr) \Bigl[ 
m0\lambda 2 + \alpha 0\lambda + \gamma 0 + \rho 0a0w0 \mathrm{t}\mathrm{h}

\Bigl( 
\lambda l
a0

\Bigr) \Bigr] , C =
1

\gamma 0

\biggl[ 
G0 + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
.

3. Численное решение уравнения

В уравнении (7) сделаем замену: \psi (t+
l

a0
) = y(t). Тогда уравнение примет вид:

y\prime \prime (t) + y\prime \prime 
\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
+ a1

\biggl[ 
y\prime (t) + y\prime 

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) \biggr] 
+ a2

\biggl[ 
y(t) + y

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) \biggr] 
=

= g(t) + a3y
\prime 
\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
. (8)

В (8) введены обозначения:

g(t) =
2

m0

\biggl[ 
G(t) + (P0  - P\ast )

R2(\theta 2  - \theta 1)

2

\biggr] 
, a1 =

\alpha 0 + \rho 0a0w0

m0

, a2 =
\gamma 0
m0

, a3 =
2\rho 0w0

m0

.

Уравнение (8) будем решать с начальными условиями

y(0) = y0, y\prime (0) = y\prime 0 (9)

и условиями на начальном множестве t \leq 0 [2–4]

y(t) = y0\eta 0(t), y\prime (t) = y\prime 0\eta 1(t), y\prime \prime (t) = y\prime \prime (0)\eta 2(t), t \in 
\biggl[ 
 - 2l

a0
, 0

\biggr] 
, (10)
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где \eta 0(t), \eta 1(t), \eta 2(t) – непрерывные функции, удовлетворяющие условию \eta 0(0) =
\eta 1(0) = \eta 2(0) = 1, причем для удобства вычислений будем считать, что

\eta 0

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= \eta 1

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= \eta 2

\biggl( 
 - 2l

a0

\biggr) 
= 0. (11)

Чтобы решение уравнения (8) было непрерывным, найдем y\prime \prime (0) из уравнения (8) при
t = 0 с учетом (11): y\prime \prime (0) = g(0) - a1y

\prime 
0  - a2y0.

Уравнение (8) решалось численно на каждом отрезке [tk, tk+1], tk =
2l

a0
k, k =

0, 1, 2... в пакете Mathematica по следующему алгоритму:

1. На отрезке

\biggl[ 
0,

2l

a0

\biggr] 
уравнение (8) принимает вид

y\prime \prime (t) + a1y
\prime (t) + a2y(t) = g(t) - [g(0) - a1y

\prime 
0  - a2y0]\eta 2

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
 - a1y

\prime 
0\eta 1

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
 - 

 - a2y0\eta 2

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
+ a3y

\prime 
0\eta 1

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
,

в котором правая часть задана. Решаем задачу Коши с начальными условиями (9)
методом Рунге-Кутты.

2. На отрезках [tk, tk+1], k = 1, 2, 3, .. сделаем замену: vk(t) = yk(t) + yk

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
.

Тогда получим уравнение

v\prime \prime k(t) + a1v
\prime 
k(t) + a2vk(t) = g(t) + a3y

\prime 
k

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
,

в правую часть которого входит производная y\prime k

\biggl( 
t - 2l

a0

\biggr) 
, вычисленная на предыду-

щем отрезке. Начальные условия также находятся из значений функций, полученных
на предыдущем шаге. Таким образом, на каждом шаге получим задачу Коши для
функции vk(t), которую решаем методом Рунге-Кутты.
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Аннотация: В данной работе применяется метод поиска нелинейных параметри-
ческих базисных функций для процесса радикальной полимеризации диеновых
углеводородов, позволяющий получать набор функций-векторов, характеризу-
ющих процесс. В свою очередь, функции-вектора показывают принципиальные
взаимосвязи компонентов химического процесса и могут быть интерпретирова-
ны как ограничительные условия для поиска решений обратных кинетических
задач.

Ключевые слова: радикальная полимеризация, конверсия, математическая мо-
дель, базис реакций, базисные функции.

1. Введение. Схема процесса.

Процессы полимеризации позволяют исследователям проводить качественный
эмпирический [1] и аналитический анализ [2]. Последние позволяют получать зависи-
мости некоторого рода, характеризующие процесс таким образом, что предугадыва-
ется поведение некоторых компонентов смеси и их взаимосвязь друг с другом [3]. При
этом в аналитических зависимостях участвуют константы скоростей элементарных
стадий, что показывает вклад этих стадий на значения получаемых количественных
характеристик готового полимерного продукта.

Исследуется кинетическая схема процесса радикальной полимеризации, прохо-
дящая в пять стадий: стадии инициирования (1), стадии роста полимерной цепи (2),
стадии передачи цепи на мономер (3), стадий бимолекулярного обрыва – рекомбина-
ции (4) и диспропорционирования (5):

I
ki - \rightarrow 2R1 (1)

Ri +M
kp - \rightarrow Ri+1 (2)

Ri +M
kM -  - \rightarrow R1 + Pi (3)

Ri +Rj
krec -  - \rightarrow Pi+j (4)

Ri +Rj

kdisp -  -  - \rightarrow Pi + Pj (5)

Взаимосвязь стадий друг с другом показывает математическая модель процесса,
которая выписывается согласно законам химической кинетики и представляет собой
систему обыкновенных дифференциальных уравнений, каждое из которых характе-
ризует скорость изменения отдельного компонента смеси во времени.

37



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

2. Результаты применения подхода.

Применение подхода, позволяющего определить базис нелинейных параметри-
чески функций, изложен в работе [3]. Согласно ему, требуется найти матрицу, ха-
рактеризующую исследуемый процесс и вычленить из нее пары линейно зависимых
столбцов. Именно такие столбцы и позволяют определять нелинейные параметриче-
ские функции.

Так, для рассматриваемого процесса можно определить следующие функции:

\rho 1 = ki (1 + \varepsilon I) (6)

\rho 2 = (kp + kM) (1 + \varepsilon M) (7)

\rho 3 = 2 (krec + kdisp)
2 (kp + kM) (8)

Таким образом, полученные базисные функции дают возможность характеризо-
вать процесс как совокупность факторов влияния стадий на изменение ряда парамет-
ров процесса, в том числе средние молекулярные характеристик полимера. В даль-
нейшем, динамика процесса может быть проанализирована в базисном пространстве,
построенном на функциях \rho 1, \rho 2, \rho 3, как векторах.
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Аннотация: Численное моделирование показало, что на ранних этапах эволю-
ции протопланетного диска молодой звезды в его окрестностях могут сохранять-
ся остатки протозвездного облака в виде сгустков вещества. Аккреция таких
сгустков на протопланетный диск может происходить в непосредственной близо-
сти от звезды. В процессе падения на протопланетный диск компактное облако
вытягивается в струю газа, столкновение которой с диском приводит к искаже-
нию его плоскости, а также ряду фотометрических особенностей, которые могут
быть обнаружены в наблюдениях. Для исследования данного процесса произве-
дено трехмерное газодинамическое моделирование падения конечной струи газа,
сравнимой по массе с Юпитером, на протопланетный диск, вращающийся вокруг
звезды, похожей на Солнце. Столкновение струи с протопланетным диском про-
исходит на расстоянии \sim 7 а.е. от звезды. В расчетах учитывались вязкость и
теплопроводность газа. В ходе динамической эволюции внутренние области ис-
ходного диска были деформированы с образованием внутреннего наклоненного
к первоначальной плоскости диска меньшего размера. Были проанализированы
особенности данного процесса: угол наклона внутреннего диска и его эволюция,
темп аккреции внутрь области 0.2 а.е., форма дисков.

Ключевые слова: численная газодинамика, протопланетные диски, звезды типа
T Тельца.

1. Математическая модель и инструментарий

При помощи свободного пакета численного моделирования PLUTO1 [1] были ре-
шены стандартные уравнения газодинамики (уравнение неразрывности, уравнение
движения, уравнение сохранения энергии) при помощи метода конечных объемов
(метод Годунова). Решение производилось в сферической системе координат (R, \theta , \varphi ):
144\times 60\times 144 ячеек в области [0.2; 107.2] а.е.\times [15; 165]\circ \times [0; 360)\circ . Использовалось
приближение идеального газа (\gamma = 7/5).

Граничные условия устанавливались следующие: на границе минимального R
устанавливалось равенство тепловых турбулентных потоков, непрерывность вязкого
турбулентного потока, сохранение энергии. На границе максимального R – фикси-
рованные значения макропараметров газа, соответствующих начальному распреде-
лению. Границы по \theta – свободные, по \varphi – периодические. Была использована со-
гласованная модель транспортных коэффициентов (вязкости и теплопроводности):
учитывались молекулярные составляющие (модель твердых сфер), плазменные [2], а
также турбулентные [3]. Начальные условия (распределение плотности, температуры
газа, начальных скоростей) задаются аналогично [4].

В нулевой момент времени струя газа задается в виде сгустка конкретной массы,
равной 1 массе Юпитера (2 \times 1027 кг), расположенной в пределах одной ячейки на

1https://plutocode.ph.unito.it/
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радиальном расстоянии 20 а.е. от звезды. Начальные скорости соответствуют дви-
жению материальной точки по параболической траектории в сторону звезды. Пе-
рицентрическое расстояние (ближайшая точка орбиты к звезде) составляет 7.4 а.е.
Далее в ходе расчетов такой сгусток вытягивается в струю газа вдоль своей траек-
тории. Важно рассмотреть два случая траектории, т.к. парабола может пересекать
плоскость либо в одной точке (например, если перицентр и точка пересечения сов-
падают, далее – ОП), либо в двух (когда перицентр отстоит на 30\circ от одной из точек
пересечения, далее – ДП). В данной работе были рассмотрены два случая траекто-
рии (ОП и ДП), наклоненной под углом 45\circ к плоскости диска, при этом движение
струи газа и диска было противоположно направлено.

Численные расчеты производились с использованием ресурсов МСЦ РАН – фи-
лиал ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН1 [5].

2. Результаты моделирования и их анализ

Расчеты показывают, что движение струи происходит по траектории, близкой к
параболической, однако, оно все же отличается от движения материальной точки
в гравитационном потенциале звезды. Для случаев и однократного, и двукратного
пересечения плоскости диска центр масс струи первый раз пересекает эту плоскость
на 0.2 года позже, чем предсказывает баллистическое приближение. Это происходит
в виду того, что сгусток рассеивается, часть газа перетекает в соседние ячейки, более
близкий к звезде участок струи движется быстрее, чем более далекий.

Однако второе пересечение центром масс струи плоскости диска в случае ДП
происходит на 0.3 года раньше (в момент времени 14.6 лет), чем предсказывает бал-
листическое приближение (в момент времени 14.9 лет). Это связано с тем, что в
ходе первого пересечения происходит активное взаимодействие двух потоков веще-
ства (диска и струи), их взаимное торможение и нагрев, т.е. энергия движения газа
переходит во внутреннюю энергию. Тем самым, фактически, центр масс переходит
на иную траекторию движения, несколько отличающуюся от начальной параболы. В
случае ОП падение струи газа вызывает спиральную волну плотности, распростра-
няющуюся по диску, тогда как в случае ДП ввиду наличия двойного пересечения
получаются две спиральные волны плотности, которые, слившись вблизи звезды,
могут значимо исказить плоскость диска. Для визуализации этого явления мож-
но построить поверхность максимальной плотности (т.е. провести поверхность через
точки, для которых вторая производная плотности по координате z будет нулевой). В
случае неискаженного диска она совпадет с изначальной плоскостью xy, искажение
же будет иметь наклон к этой плоскости.

Геометрический анализ этой искаженной части показывает, что с течением вре-
мени внутренний диск эволюционирует: увеличивается в размерах (за 50 лет уве-
личился с 7 до 9 а.е.), поворачивается относительно вертикальной оси (меняется
азимут нормали \Phi n), меняется наклон in. Подобные структуры именуются варпами
(warps), и имеют наблюдательные проявления в виде теней на внешних областях
протопланетного диска как, например, у звезды CQ Tau [6]. В таблице 1 приведена
зависимость угла наклона in внутреннего диска к плоскости xy и азимута нормали
\Phi n к внутреннему диску на момент времени t от начала расчетов.

На рис. 1 показано данное искажение (отображена поверхность максимальной
плотности), представляющее собой внутренний диск, на момент времени 80 лет от

1https://www.jscc.ru/
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Таблица 1. Эволюция ориентации внутреннего диска в течение 50 лет.

t, годы 50 60 70 80 90 100

in,
\circ 21.7 20.5 21.2 20.9 23.6 20.2

\Phi n,
\circ 107.1 97.8 114.2 116.6 107.5 103.3

начала расчетов для случая ДП.

Рис. 1. Поверхность максимальной плотности на момент 80 лет от начала расчетов для случая
двукратного пересечения траекторией струи плоскости диска.

На рис. 1 наглядно виден наклон области диска в пределах 20 а.е. по отношению
к внешней части диска. Величина плотности (\rho ) показана в единицах 6\times 10 - 7 г/см3.
Для масштаба показан координатный параллелепипед. Красной стрелкой отмечена
нормаль к внутренней искаженной области (warp).

Как было отмечено выше, в ходе столкновения струи газа с диском происходит
торможение вещества, в связи с чем ожидается движение части этого вещества в
сторону звезды. При падении этого вещества на звезду (аккреции) можно ожидать:
всплеск аккреционной активности звезды, которая порождает, вспышку ее блеска,
изменение формы отдельных спектральных линий. На эти характеристики в первую
очередь влияет темп аккреции (количество вещества, упавшего на звезду в единицу
времени).

Анализ показывает, что внутрь области 0.2 а.е. около звезды происходит резкое
увеличение темпа аккреции как в случае ОП (с 1.6\times 1019 до 4\times 1020 г/с) так и в случае
ДП (с 1.6\times 1019 до 1.4\times 1021 г/с) за время порядка нескольких лет. Это напоминает
вспышку типа FU Ori [7].
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3. Заключение

В работе было продемонстрировано, что модель падения газовой струи на прото-
планетный диск способна объяснить ряд наблюдательных особенностей различных
молодых звезд: яркую вспышку типа FU Ori, вызванную аккрецией вещества, на-
личие внутреннего диска, как, например, у звезды CQ Tau. Кроме того, отмечено,
что внутренний диск, образовавшийся в ходе столкновения струи с протопланетного
диском для случая двойного пересечения, (варп) со временем меняет свои геометри-
ческие характеристики.
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Abstract: Numerical modeling has shown that in the early stages of the evolution of
the protoplanetary disk of a young star, remnants of a protostellar cloud in the form
of clumps of matter can be preserved in its vicinity. The accretion of such clumps onto
a protoplanetary disk may occur in the immediate vicinity of the star. In the process
of falling onto a protoplanetary disk, a compact cloud is pulled into a stream of gas,
the collision of which with the disk leads to distortion of its plane, as well as a number
of photometric features that can be detected in observations. To study this process, a
three-dimensional gas dynamic simulation was performed of the fall of a finite stream
of gas, comparable in mass to Jupiter, onto a protoplanetary disk orbiting a Sun-like
star. The collision of the stream with the protoplanetary disk occurs at a distance of
\sim 7 au from the star. The calculations took into account the viscosity and thermal
conductivity in the gas. During the dynamic evolution, the inner regions of the original
disk were deformed, forming an inner disk of a smaller size inclined to the original
plane. The features of this process were analyzed: the angle of inclination of the inner
disk and its evolution, the rate of accretion into the 0.2 au region, and the shape of
the disks.

Keywords: numerical gas dynamics, protoplanetary disks, T Tauri stars.
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Сравнение методов моделирования взаимодействия

ударной волны и покоящегося газа в задаче о

развитии неустойчивости Рихтмайера-Мешкова*

Григорьев В.В., Жалнин Р.В.

ФГБУН Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН

Аннотация: При кратковременном боковом воздействии ударной волны на кон-
тактный разрыв между газами разной плотности начинает развиваться гидро-
динамическая неустойчивость (неустойчивость Рихтмайера-Мешкова), переходя-
щая стадию турбулентного перешивания газов. В текущей работе производится
сравнение результатов численного решения этой задачи в конкретной двухмер-
ной постановке различными газодинамическими кодами. Эти коды реализуют
идеологически разные подходы к решению уравнений газодинамики: различные
вариации годуновских схем и SPH-подход. Для исследования точности расчетов
турбулентных течений были применены различные схемы WENO в годуновских
схемах, а в случае SPH – разные ядра сглаживания. Численное решение задачи
производилось в параллельном режиме на видеокартах и компьютере с распре-
деленной памятью.

Ключевые слова: численная газодинамика, годуновские схемы, неустойчивость
Рихтмайера-Мешкова, WENO, SPH.

1. Математическая модель, начальные и граничные условия

Будем исследовать развитие неустойчивости Рихтмайера-Мешкова, численно ре-
шая стандартные уравнения газодинамики (уравнения неразрывности, движения и
сохранения энергии) в двухмерной расчетной области, изображенной на рис. 1. Они
замыкаются уравнением состояния идеального газа с \gamma = 1.4.

Слева в расчетную область, окруженную тремя стенками, входит ударная волна
(SW) с параметрами (величины указаны в СИ): плотность 1.6672, горизонтальная
скорость 133.273, давление 163256.0. Изначально внутри расчетной области покоится
газ плотности \rho 0 = 1.53, и давления 96856.0, а также два параллелепипеда более
тяжелого газа с плотностью \rho = 6.03 и давлением 96856.0.

SW

l

Lx = 0.60

Ly = 0.20

2a

a = 0.05 δa

2αa

αa

Рис. 1. Начальные условия в задаче. Все величины приведены в системе СИ.

*Исследование выполнено за счет средств гранта РНФ № 23-11-00142.
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2. Схемы расчета

2.1. Самописный годуновский код с WENO5 на GPU

Был реализован конечно-объемный метод годуновского типа [1] для расчета на
видеокартах. Для реконструкции решения на границах между ячеками использова-
лись реконструкции WENO 5-го порядка точности [2] и линейная реконструкция с
ограничителем minmod [3]. Для решения задачи Римана о распаде разрыва исполь-
зовался солвер hllc.

2.2. PLUTO с LimO3, WENOZ

В арсенале открытого численного пакета PLUTO [4], реализующего годуновские
схемы расчетов [5], есть несколько вариантов реконструкции макропараметров в пре-
делах одной ячейки. Были выбраны доступные реконструкции третьего и пятого
порядков. Интегрирование по времени производилось методом Рунге-Кутты 3-го по-
рядка точности. Задача Римана о распаде разрыва аппроксимационно решалась сол-
вером hllc.

2.3. OpenFPM: SPH с ядрами M4 и Wendland C4O4

Численный пакет OpenFPM [6] предоставляет возможность параллельных расче-
тов для решения самых разных задач в рамках различных подходов [7], в частности
– Smooth Particle Hydrodynamics (SPH).

SPH использует ядро сглаживания для интерполяции макропараметров газа по
пространству. В рамках данного исследования было выбрано два ядра: «стандарт-
ный» кубический сплайн (оно же ядро M4) и ядро Вендланда C4O4 (четвертый поря-
док гладкости и ошибки). Радиус ядра брался одинаковым для каждого разрешения,
в самой разреженной области в ядро сглаживания попадало не менее 50 частиц со-
гласно начальным условиям.

Кроме того, итоговый результат расчетов был интерполирован на сетку с раз-
мером ячейки, равной длине сглаживания, а также более мелкой. Тем самым про-
верялась гипотеза о разрешении более мелких вихрей, нежели позволяет исходное
распределение SPH-частиц.

3. Результаты и анализ

На рис. 2 представлено распределение плотности в момент времени 5 мс от начала
расчетов с использованием различных методов, описанных выше, с разрешением 320
ячеек или частиц (160 в случае ядра M4) по вертикали для плотности \rho 0.

Из рис. 2 видно, что результаты качественно согласуются друг с другом, но фак-
тически картина отличается в деталях. В расчетах SPH использовалась искусствен-
ная вязкость, что, вероятно, повлияло на число наблюдаемых деталей.

На рис. 3 представлены энергетические спектры турбулентности в расчетной об-
ласти. SPH-расчеты были интерполированы с указанной длины сглаживания на бо-
лее мелкую сетку (указан размера ячейки).

Из рис. 3 заметно, что SPH-расчеты позволяют довольно хорошо показать инер-
ционную область спектра с наклоном q - 5/3 (q – пространственная частота вихрей), а
методы конечных объемов дают несколько меньший наклон. Кроме того, интерполя-
ция SPH на более мелкую сетку позволяет экстраполировать энергетический спектр
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Рис. 2. Распределение плотности (\rho ) в расчетной области на момент времени 5 мс.
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Рис. 3. Энергетические спектры турбулентности.

в область более высоких пространственных частот.
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a shock wave and a stationary gas in the problem of

the development of Richtmayer-Meshkov instability
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Abstract: With a short-term lateral impact of a shock wave on the contact gap
between gases of different densities, hydrodynamic instability (Richtmayer-Meshkov
instability) begins to develop, passing through the stage of turbulent cross-linking of
gases. In the current work, the results of the numerical solution of this problem in
a specific two-dimensional formulation by various gas dynamic codes are compared.
These codes implement ideologically different approaches to solving the equations
of gas dynamics: the discontinuous Galerkin method, various variations of Godunov
schemes, and the SPH approach. To study the accuracy of calculations of turbulent
flows, various WENO schemes in Godunov schemes were used, and in the case of
SPH, different smoothing kernels were used. The numerical solution of the problem
was performed in parallel mode on video cards and a computer with distributed
memory.

Keywords: numerical gas dynamics, Godunov schemes, Richtmayer-Meshkov instability,
WENO, SPH.

References

1. Zhalnin R.V. On the construction of parallel computing algorithm for direct
numerical simulation of complex gas dynamic flows // Proceedings of the Middle
Volga Mathematical Society. 2008. V. 10, No. 1. P. 137–146.

2. Jiang G.-S., Shu C.-W. Efficient implementation of weighted ENO schemes //
Journal of Computational Physics. 1996. 126. P. 202–228. DOI:
10.1006/jcph.1996.0130

3. Тишкин В.Ф., Никишин В.В., Попов И.В., Фаворский А.П. Разностные схемы
трехмерной газовой динамики для задачи о развитии неустойчивости
Рихтмайера–Мешкова // Матем. моделирование. 1995. Т. 7, № 5. С. 15–25.

4. https://plutocode.ph.unito.it/

5. Mignone A., Bodo G., Massaglia S., et al. PLUTO: A Numerical Code for
Computational Astrophysics // The Astrophysical Journal Supplement Series. 2007.
170, 228. DOI:10.1086/513316

6. http://openfpm.mpi-cbg.de/

7. Incardona P., Leo A., Zaluzhnyi Ya., Ramaswamy R., Sbalzarini I.F. OpenFPM: A
scalable open framework for particle and particle-mesh codes on parallel computers
// Computer Physics Communications. 2019. 241. DOI: 10.1016/j.cpc.2019.03.007

49



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

УДК 004.94

Математическое моделирование и оптимизация

флюидодинамических процессов в пористых средах*

Губайдуллин И.М.

Институт нефтехимии и катализа УФИЦ РАН,
Уфимский государственный нефтяной технический университет

Аннотация: В статье представлен обзор развития математического моделиро-
вания нестационарных процессов в зерне и слое катализатора. Отмечена необ-
ходимость исследования детальных процессов различной природы: химических,
диффузионных и конвективных.

Ключевые слова: физическая химия, нестационарные процессы, математическое
моделирование, вычислительный алгоритм.

Флюидодинамические процессы – это движение твёрдых, жидких и газообразных
веществ. В данной работе рассматриваются процессы в порах катализаторов, кото-
рые являются одним из основных компонентов химических реакторов и аппаратов.
На современном этапе химики-экспериментаторы в лабораторных условиях, а также
химики-технологи в промышленном масштабе научились разрабатывать отечествен-
ные катализаторы с заданной внутренней структурой на уровне атомов и молекул.
Сочетание химических и вычислительных экспериментов заметно ускоряет разра-
ботку катализаторов. Адекватная математическая модель в основе компьютерных
стендов позволит оперативно смоделировать практически все технологические ре-
жимы использования катализаторов в химико-технологических реакторах. Это есте-
ственным образом существенно сокращает материальные и временные затраты на
испытание новых отечественных промышленных катализаторов.

В химических реакторах катализаторы представляют собой в основном части-
цы (зёрна) размером от 10 - 2 до 4 мм в виде гранул сферической, цилиндрической
и других форм, уложенных в несколько слоев. Различают несколько видов слоев
катализатора: неподвижный, движущийся и кипящий. В промышленности превали-
руют реакторы с неподвижным слоем катализатора. Несмотря на обилие форм зерен
и типов слоев катализаторов, необходимо учитывать химические реакции во время
проникновения сырья в катализатор и внутри зерна, а также выход продуктов реак-
ций. Большинство исследователей ограничивают химизм процесса только анализом
компонентного состава сырья и продуктов реакций, без учета процессов, сопутству-
ющих реакциям, например, изменения объема реакционной смеси в порах зерна.

Необходимость учёта дополнительных процессов в пористых средах за счёт хими-
ческих реакций при моделирование промышленных процессов был предложен член.-
корр. АН СССР, д.х.н. М.Г. Слинько [1]. В 1946 г. при его участии на основе матема-
тического моделирования был спроектирован и построен завод получения тяжелой
воды по методу многоступенчатого электролиза в сочетании с каталитическим изо-
топным обменом дейтерия между водородом и парами воды. Трудность создания
производства тяжелой воды определялась низким содержанием дейтерия в природ-

*Работа выполнена в рамках государственного задания Института нефтехимии и катализа УФИЦ РАН
(тема № FMRS-2022-0078).
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ной воде, что требовало перерабатывать на начальных стадиях процесса от 10 до
100 м3 сырьевой воды на каждый литр производимой тяжелой воды и строить мно-
гоступенчатый каскад из разделительных элементов сложной структуры. В основу
разработанной математической модели процесса разделения изотопов была положе-
на идея структурных уровней. На первом, молекулярном, уровне решены термоди-
намические и кинетические задачи; на втором, зерне катализатора, – определены
кинетические уравнения с учетом диффузионных процессов; на третьем определена
структуру разделительного элемента; на четвертом рассчитан оптимальный каскад.
Взаимозависимость и связь этих уровней отражают целостность и специфичность
каталитического процесса разделения. Этот подход был в дальнейшем развит и при-
менен при моделировании химических реакторов. В частности, в 80х гг. прошлого
столетия одному из учеников М.Г. Слинько д.х.н. А.В. Балаеву со своими учениками
(в том числе, и с автором настоящей работы) удалось разрабатотать математическую
модель окислительной регенерации закоксованных катализаторов с учетом дополни-
тельных процессов, сопутствующих химическим реакциям. Уравнения материально-
го баланса для зерна катализатора с учётом изменения объема за счёт химических
реакций приводят к возникновению переноса массы в порах зерна дополнительным
(стефановским) потоком [2].

Благодаря учёту дополнительных процессов было проведено динамическое мо-
делирование и оптимизация ряда промышленных процессов. Например, для четы-
рехслойного реактора гидрокрекинга длины 20 м установлен оптимальный режим,
который позволил сократить время восстановления активности катализатора почти
в 2 раза.

Развитие этих подходов при моделировании сложных химико-технологических
систем на современном этапе представлено в работах [4, 4, 6, 7, 7].

В работе [7] построен вычислительный алгоритм на основе принципа расщепле-
ния по физическим процессам для нестационарного процесса в сферическом зерне
катализатора. Процесс описан пространственно одномерной задачей математической
физики в силу предположения о центральной симметрии зерна. Расщепление заклю-
чается в раздельном расчете химических задач и диффузионных потоков. Это поз-
воляет получить существенный выигрыш в расчетном времени даже в сравнении с
параллельной реализацией алгоритма [4].

Обобщение алгоритма на пространственно двумерную задачу – моделирование
нестационарных процессов в цилиндрическом зерне катализатора описано – в [4].
Новая математическая модель исследована в осесимметричной постановке, что поз-
воляет эффективно применять для ускорения расчетов технологию MPI [6].

Моделирование слоя катализатора влечет дополнительное усложнение задачи в
связи с переходом на следующий уровень – уровень реактора. Это приводит к возник-
новению вычислительных трудностей при разработке численных моделей и требует
дополнительных средств для сохранения устойчивости расчетов [8, 8, 9].

В статье [7] проведен численный анализ движения фронта горения при окисли-
тельной регенерации неподвижного слоя в случае одностадийного описания химизма.
Численное моделирование фронта горения проведено в условиях динамического ре-
жима выжига, т.е. при переменных граничных условиях. Расчеты подтвердили экс-
периментально обнаруженные преимущества динамического выжига в сравнении со
стационарным.

В настоящее время математическая модель слоя [7] обобщена с учетом детальной
кинетики процесса и стефановского потока в зерне. Это позволило получить хорошее
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совпадение расчетных и экспериментальных данных, полученных на лабораторной
установке в УГНТУ (г. Уфа). Далее планируется разработка новой математической
модели нестационарного процесса в слое катализатора с цилиндрической формой
зерна, что позволит более детально исследовать процессы, например, в катализаторе
гидроочистки. Апробация модели будет проведена также на примере окислительной
регенерации. Для этого планируется реализация натурного эксперимента в УГНТУ,
в том числе и в условиях динамического режима.
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Функция влияния в континуальной модели

перидинамики

Дерюгин Ю.Н., Шишканов Д.А.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В работе представлено исследование поведения численной модели
перидинамики для различных функций влияния на примере двумерных зада-
чи упругости, имеющей аналитическое решение, и задачи разрушения. Функция
влияния используется при определении модели в интегральных соотношениях и
описывает поведение нелокальных взаимодействий частиц. Показано, что наилу-
чшая сходимость реализованной модели достигается при использовании функции
влияния типа кубический сплайн.

Ключевые слова: перидинамика, механика сплошной среды, горизонт взаимо-
действия, тензор градиента деформаций, функция влияния.

1. Введение

Перидинамика – альтернативный подход для решения задач механики разру-
шения твердых тел. Она основана на интегральных уравнениях с целью ухода от
пространственных производных, не существующих на поверхностях разрыва в клас-
сической теории. Твердое тело представляется набором дискретных частиц, каждая
из которых наделена объемом. Предполагается, что частицы в континууме взаимо-
действуют друг с другом на конечном расстоянии, как в молекулярной динамике, в
пределах нелокального масштаба длины \delta . Способ взаимодействия частиц называет-
ся связью.

Перидинамика, основанная на связи (bond-based), была введена Силингом [1] для
описания хрупкого разрушения. В этой модели сила взаимодействия двух частиц ли-
нейно зависит от деформации связи. Такая модель используется с ограничениями на
свойства материала [2]. Для расширения возможностей перидиамики была разрабо-
тана модель, основанная на состоянии, которая в свою очередь подразделяется на
ordinary state-based (OSB) и non-ordinary state-based (NOSB) модели [3]. В NOSB
модели используется формулировка механики сплошной среды (МСС) [4], что поз-
воляет более реалистично моделировать задачи классической теории и избавляет от
ограничений, свойственные модели на основе связи.

Вектор силы каждой частицы в NOSB модели зависит от тензора напряжений
и нелокального тензора градиента деформаций, который вычисляется в результате
интегрирования по дискретной области частиц, взаимодействующих друг с другом
посредством связи. Природа взаимодействия не уточняется, поэтому в качестве меры
влияния частиц друг на друга используется скалярная функция \omega , зависящая от
расстояния между частицами [5, 6]. Таким образом, точность численных расчетов
зависит от результата численного интегрирования тензора градиента деформаций и
от выбора функции влияния \omega .

Согласно теории сходимости [7] предельные численные решения уравнения пери-
динамики будут совпадать с решением уравнения теории упругости при уменьшении

55



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

\delta , а также при измельчении сетки в механике сплошной среды (МСС) и увеличении
числа частиц в дискретной модели. Однако результаты расчетов различаются при
конечных размерах сетки и при конечном числе частиц. Для задач упругости можно
выбрать любое достаточно малое значение \delta , так как с помощью функции влия-
ния корректируется поведение нелокального взаимодействия частиц и результаты
моделирования можно согласовывать с экспериментальными данными для любого
значения \delta . В задачах разрушения чтобы исключить влияние шага сетки на разры-
вы и не допустить больших диссипаций упругих волн рекомендуется использовать
\delta \approx 3\Delta x [2].

В данной работе представлено исследование поведения численной модели пери-
динамики для различных функций влияния на примере двумерных задач упругости
и разрушения.

2. Формулировка перидинамики

Перидинамическая теория, введенная Силингом [1], является нелокальным пред-
ставлением механики твердого тела. Твердое тело представляется конечным набором
частиц, наделенных массой — mi, плотностью — \rho i, начальными координатами —
\vec{}ri

0 (x0i , y
0
i , z

0
i )). Движение деформируемой среды характеризуется дискретным векто-

ром смещений —
\vec{}ui (u

x
i , u

y
i , u

z
i ). Взаимодействие между частицами осуществляется посредством связи,

то есть влияние частиц друг на друга происходит на конечном расстоянии внутри
замкнутого горизонта — \delta .

Рис. 1. Взаимодействие частиц в пределах замкнутого горизонта: \delta — горизонт взаимодействия;
\vec{}ri (xi, yi, zi) , \vec{}rk (xk, yk, zk) — координаты частиц i и k; \scrH \vec{}ri — множество соседей частицы i;

dV\vec{}ri , dV \vec{}rk — объемы частиц i и k; \vec{}fi — сила, определяющая взаимодействие частиц i и k.

Основное уравнение перидинамики записывается в интегральном виде, что поз-
воляет избежать пространственных производных, не существующих на поверхностях
разрыва в МСС. Аппроксимационные свойства метода определяются длиной связи
на начальный момент времени \vec{}\xi i = \vec{}rk - \vec{}ri, относительным смещением \vec{}\eta i = \vec{}uk - \vec{}ui и от-
носительным положением \vec{}Yi = \vec{}\xi i+ \vec{}\eta i на дискретном множестве частиц \scrH \vec{}ri :

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| < \delta .

Уравнение движения частицы \vec{}ri (xi, yi, zi) задается в виде

\rho i\"u (\vec{}ri, t) =

\int 
\scrH \vec{}ri

\vec{}fi ( \vec{}uk  - \vec{}ui, \vec{}rk  - \vec{}ri) dV \vec{}rk +
\vec{}b (\vec{}ri, t) . (1)
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где \vec{}b — граничные условия.
Существуют две основные формулировки перидинамики – на основе связи (bond-

based) [8] и на основе состояний (state-based) [3]. Континуальная модель (NOSB),
исследуемая в данной работе, относится к формулировке на основе состояний и яв-
ляется обобщением рассмотренных ранее моделей [9, 10]. Более подробно теория пе-
ридинамики представлена в [11,12].

3. NOSB модель

Рассматриваемая модель сочетает в себе ключевые особенности МСС и нело-
кального метода [4]. На первом этапе вычисляется нелокальный тензор градиента
деформаций:

Fi =

\left(   \int 
\scrH \vec{}ri

\omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) \Bigl( 

\vec{}\xi i + \vec{}\eta i

\Bigr) 
\otimes \vec{}\xi idV\vec{}rk

\right)   \cdot K - 1
i , (2)

где \omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) 
— функция влияния, Ki — шаровой тензор деформаций:

Ki =

\int 
\scrH \vec{}ri

\omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) \Bigl( 

\vec{}\xi i \otimes \vec{}\xi i

\Bigr) 
dV\vec{}rk , (3)

После этого через тензор градиента скорости деформаций получается тензор на-
пряжений Коши, как показано в (4) – (12). Тензор градиента скорости деформации
задается в виде:

Li = \.FiF
 - 1, (4)

где \.Fi — производная тензора градиента деформаций по времени:

\.Fi =

\left(   \int 
\scrH \vec{}ri

\omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) 

\.\vec{}
iY \otimes \vec{}\xi idV\vec{}rk

\right)   \cdot K - 1
i . (5)

Скорость тензора деформаций описывается симметричной частью тензора гра-
диента скорости:

di =
1

2

\bigl( 
Li + LTi

\bigr) 
. (6)

Тензор напряжений Коши обновляется на каждом временном шаге как

\sigma n+1
i = \sigma ni +\Delta \sigma i, (7)

где \Delta \sigma i — тензор приращения напряжений.
Тензор приращения напряжений \Delta \sigma i получается в зависимости от тензора при-

ращения деформаций \Delta Ei.

\Delta \sigma i = \lambda iTr (\Delta Ei) gkl + 2Gi\Delta Ei, (8)
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где \lambda i — коэффициенты Ламэ, gkl =

\left\{     1, k = l

0, k \not = l
— дельта-функция, Gi — модуль

сдвига.

\Delta Ei = di \cdot \Delta t (9)

Подставляя (4) и (6) в (9), получаем зависимость от тензора приращения гради-
ента деформации \Delta Fi.

\Delta Ei =
1

2

\bigl( 
\Delta FiF

 - 1
i + F - T

i \Delta F T
i

\bigr) 
. (10)

\Delta Fi =

\left(   \int 
\scrH \vec{}ri

\omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) 
\Delta \vec{}Yi \otimes \vec{}\xi idV\vec{}rk

\right)   \cdot K - 1
i , (11)

где \Delta \vec{}ui — приращение смещения частицы i:

\Delta \vec{}ui = \Delta \vec{}un+1
i  - \Delta \vec{}uni . (12)

Вектор силы \vec{}Ti для каждой частицы в связи задается как:

\vec{}Ti = \omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) 
PiK

 - 1
i
\vec{}\xi i, (13)

где Pi — первый тензор напряжений Пиолы-Кирхгофа:

\vec{}Pi = J\sigma iF
 - T
i , J = det (Fi). (14)

Тогда сила парного взаимодействия в связи \vec{}fi для (1) вычисляется как:

\vec{}fi = \omega 
\Bigl( 
| \vec{}\xi i| 
\Bigr) 
PiK

 - 1
i
\vec{}\xi i  - \omega 

\Bigl( 
| \vec{}\xi k| 
\Bigr) 
PkK

 - 1
k
\vec{}\xi k, (15)

где i и k — индексы данной частицы \vec{}ri и частицы \vec{}rk из множества соседей \scrH \vec{}ri
соответственно.

4. Функция влияния

Общая идея перидинамической модели предполагает взаимодействие точек кон-
тинуума на конечном расстоянии друг от друга посредством связей в пределах за-
данного горизонта \delta . Физическая природа взаимодействия не уточняется, поэтому
в качестве меры влияния частиц друг на друга используется скалярная функция

\omega 
\Bigl( \bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) , зависящая от расстояния между частицами [5]. В случае постоянного зна-

чения функции, влияние каждой частицы континуума в пределах горизонта взаи-
модействия будет одинаковым. В данной работе используются функции влияния из
таблицы 1 [6]. Поведение каждой функции при увеличении длины связи представле-
но на рис. (2).
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Функция влияния \omega 
\Bigl( \bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 

Постоянная 1

Треугольная 1 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

Квадратичная

\left(   1 - 

\left(  
\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

\right)  2
\right)   

2

Полуэллиптическая 1 - 

\left(  
\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

\right)  2

Экспоненциальная e
 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

Гауссова e
 - 

\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 2
\delta 2

Кубический сплайн

\left\{             

2

3
 - 4d2 + 4d3, d \leq 1

2
4

3
 - 4d+ 4d2  - 4

3
d3,

1

2
< d \leq 1, d =

| \vec{}\xi i| 
\delta 

0, d > 1

Многочлен четвертой степени 1 - 

\left(  
\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

\right)  4

Многочлен шестой степени

\left(   1 - 

\left(  
\bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| 
\delta 

\right)  2
\right)   

3

Косинус cos

\biggl( 
\pi | \xi i| 
2\delta 

\biggr) 
Таблица 1. Функции влияния \omega 

\Bigl( \bigm| \bigm| \bigm| \vec{}\xi i\bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 

5. Численное интегрирование уравнения движения

При численном интегрировании, уравнения движения (1) аппроксимируются дис-
кретными объемами частиц в пределах горизонта взаимодействия и записываются в
виде

\rho i\vec{}\"u
n
i =

\sum 
k\in \scrH \vec{}ri

\vec{}fi
\bigl( 
\vec{}unk  - \vec{}uni , \vec{}r

0
k  - \vec{}r0i

\bigr) 
\Delta Vk +\vec{}b

n
i (16)

Предположим, что \delta \approx 3\Delta x, тогда в (16) суммирование идет по всем частицам
из \scrH \vec{}ri

(см. рис. 3a). Учитывая, что в классической теории область интегрирования
сплошная (см. рис. 3b), то для повышения точности численных расчетов необходи-
мо корректировать объемы граничных частиц области интегрирования [11], [12]. В
работе используется линейная масштабирующая функция:
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Рис. 2. Функции влияния из таблицы 1: 1 — постоянная; 2 — треугольная; 3 — квадратичная;
5 — экспоненциальная; 6 — гауссова; 7 — кубический сплайн; 8 — многочлен четвертой степени;

9 — многочлен щестой степени; 10 — косинус.

k(\vec{}\xi i) =

\left\{               

\delta +
\Delta x

2
 - | \vec{}\xi i| 

\Delta x
, \delta  - \Delta x

2
\leq | \vec{}\xi i| \leq \delta 

1, | \vec{}\xi i| \leq \delta  - \Delta x

2

0, | \vec{}\xi i| > \delta 

(17)

Таким образом, дискретный объем в (16) примет вид:

\Delta Vk = k
\Bigl( 
\vec{}\xi i

\Bigr) 
\cdot \Delta x3 (18)

a) b)

Рис. 3. Объемы частиц области интегрирования частицы i: a) в перидинамике, b) в классической
теории.

6. Алгоритм разрыва связи

Частица \vec{}ri взаимодействует со всеми своими соседями из \scrH \vec{}ri
пока максимальное

главное напряжение связи \sigma Iij (19) не достигает критического значения (рис. 4а) [13].
Вектора сил взаимодействующих частиц в связи вычисляются на каждом временном
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шаге в зависимости от градиента деформаций – функции относительных смещений.
После достижения критического значения напряжения, взаимодействие прекраща-
ется (рис. 4b) и тензор градиента деформации вычисляется уже без учета влияния
той частицы, с которой связь разорвана.

\sigma Iij =
1

2

\bigl( 
\sigma 11
ij + \sigma 22

ij

\bigr) 
+

\sqrt{} \biggl( 
\sigma 11
ij  - \sigma 22

ij

2

\biggr) 2

+
\bigl( 
\sigma 12
ij

\bigr) 2
, (19)

где \sigma ij =
1

2
(\sigma i + \sigma j) – тензор напряжений связи, j – индекс частицы из \scrH \vec{}ri , \sigma 

11
ij , \sigma 

22
ij ,

\sigma 12
ij – компоненты тензора напряжений связи.

a) b)

Рис. 4. Схема взаимодействующих частиц: a) – взаимодействие со всеми частицами из \scrH \vec{}ri ; b) –
взаимодействие с частицами из \scrH \vec{}ri , за исключением \vec{}rk.

7. Тестовые расчеты

Дискретная модель является нелокальной теорией с масштабом длины \delta . Ра-
нее рассмотрена сходимость метода перидинамики на примере задачи упругости при
уменьшении \delta , увеличении числа частиц [9] и показана зависимость результатов мо-
делирования от выбора функции влияния [10] для модели на основе связи. При ис-
пользовании NOSB модели возникает численная нестабильность, связанная с аппрок-
симацией нелокального тензора градиента деформации [14]. Существует несколько
способов повышения точности численных расчетов [15–17]. В данной работе исследу-
ется поведение результатов моделирования при использовании функций влияния из
таблицы 1 на примере задачи с аналитическим решением и тестовой задачи хрупкого
разрушения.

8. Задача о растяжении двумерного стержня

Тонкий стержень подвергается растяжению с левого конца при фиксированном
правом. Начальная постановка задачи и аналитическое решение взяты из [15]. Ис-
пользуются безразмерные величины. Длина стержня L = 100, ширина H = 10.

Свойства материала: модуль Юнга E = 100, коэффициент Пуассона \nu = 0, плот-
ность \rho = 1. Граничные условия применяются для одного слоя частиц с каждого
конца стержня как показано на рис. 5. К левому концу прикладывается постоянное
давление P =  - 1.

Параметры дискретной модели выбраны следующие: шаг сетки \Delta x = 0.2, гори-
зонт взаимодействия \delta = 3.015\Delta x, временной шаг \Delta t = 0.001, конец счета при
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Рис. 5. Геометрия задачи и граничные условия

t = 20.
Данная задача рассматривается при условии плоского напряжения. Результаты

численного моделирования сравниваются с аналитическим решением из [15].
Используются графики смещения и напряжения вдоль оси Ox на момент времени

t = 4 (рис. 6), смещения и напряжения частицы в сечении x = L/2 на всем временном
интервале (рис. 8), а также диаграмма среднеквадратичного отклонения смещения
от аналитического решения (рис. 7).

В расчетах исследуется поведение модели при использовании функций влияния
из таблицы 1. Вблизи области приложения растягивающей силы видно скачкооб-
разное поведение смещения частиц с постепенным затуханием по мере удаления от
границы (рис. 6а,c). Наименьшая амплитуда возмущений наблюдается при исполь-
зовании кубического сплайна (рис. 6c). По графикам и среднеквадратичному откло-
нению смещения от эталона (рис. 6, 7) видно, что использование функций влияния
типа кубический сплайн и многочлена шестой степени дают наилучшее приближе-
ние к аналитическому решению. На рис. 8 представлены зависимости смещения и
напряжения частицы в сечении x = L/2 от времени.

9. Задача разрушения пластины с начальным дефектом в виде
горизонтальной трещины

Начальная геометрия и постановка задачи взяты из [13] и представлены на рис. 9.
Длина пластины L = 0.1 м, ширина h = 0.04 м, длина горизонтальной трещины
d = 0.05 м.

Свойства материала: используется стекло с модулем Юнга E = 65 ГПа, коэффи-
циентом Пуассона \nu = 0.2 и плотностью \rho = 2235 кг/м3.

Локальное повреждение \phi i задается в виде:

\phi i = 1 - 

\int 
\scrH \vec{}ri

\mu 
\Bigl( 
\vec{}ri, t, \vec{}\xi i

\Bigr) 
dV\vec{}rk\int 

\scrH \vec{}ri

dV\vec{}rk
, (20)

где \mu — функция, задающая положение частицы:

\mu 

\biggl( 
\vec{}

ri, t, \vec{}\xi i

\biggr) 
=

\left\{     1, \sigma Iij < ft \forall 0 \leq t
\prime \leq t

0, \sigma Iij \geq ft \forall 0 \leq t
\prime \leq t

, (21)

где ft = 10 МПа — критическое значение напряжения связи.
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a) b)

c) d)

Рис. 6. Смещение (a, c) и напряжение (b, d) вдоль оси Ox в момент времени t = 4 для функций
влияния из таблицы 1: 1 — постоянная; 2 — треугольная; 3 — квадратичная; 5 —

экспоненциальная; 6 — гауссова; 7 — кубический сплайн; 8 — многочлен четвертой степени; 9 —
многочлен щестой степени; 10 — косинус.

Рис. 7. Среднеквадратичное отклонение смещения от эталона в момент времени t = 4 для
функций влияния из таблицы 1: 1 — постоянная; 2 — треугольная; 3 — квадратичная; 5 —

экспоненциальная; 6 — гауссова; 7 — кубический сплайн; 8 — многочлен четвертой степени; 9 —
многочлен щестой степени; 10 — косинус.

Прикладываемая нагрузка \sigma 0 = 1 МПа.
Горизонт взаимодействия \delta = 3.015\Delta x, шаг сетки \Delta x = 5 \cdot 10 - 4 м, число частиц

N = 16000, временной шаг \Delta t = 0.01 мкс. Конец счета при t = 60 мкс.
Проведено два расчета с функциями влияния типа кубический сплайн и много-

членом шестой степени. На рис. 10 изображены растровые картины эволюции тре-
щины для каждого расчета. Наблюдаются процессы зарождения, линейного распро-
странения и ветвления трещины. Видно, что распространение повреждений проте-

63



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

a) b)

c)

Рис. 8. Зависимость смещения (a, b) и напряжения (c) частицы в сечении x = L/2 от времени
для функций влияния из таблицы 1: 1 — постоянная; 2 — треугольная; 3 — квадратичная; 5 —
экспоненциальная; 6 — гауссова; 7 — кубический сплайн; 8 — многочлен четвертой степени; 9 —

многочлен щестой степени; 10 — косинус.

Рис. 9. Геометрия задачи и условия нагрузки для прямоугольной пластины

кает с разной скоростью для разных функций влияния (рис. 11). Наилучшая карти-
на разрушения наблюдается при использовании функции влияния типа кубический
сплайн (рис. 10, 12b). Качественное сравнение результатов моделирования с экспе-
риментом [18] (рис. 12) показывает адекватное поведение разрушения с сохранением
осевой симметрии при более медленном распространении трещины (рис 11).
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a)

b)

c)

d)
Рис. 10. Картина разрушения пластины на времена для функций влияния типа многочлена

шестой степени (первый столбец) и кубический сплайн (второй столбец): a) t = 10 мкс; b) t = 20
мкс; c) t = 29 мкс; d) t = 60 мкс.

Рис. 11. Скорость распространения трещины: 1 — эксперимент [18]; 2 — NOSB модель с
многочленом шестой степени; 3 — NOSB модель с кубическим сплайном.

10. Заключение

Результаты проделанной работы показали, что использование функции влияния
типа кубический сплайн в NOSB модели перидинамики дает сходимость реализован-
ной модели к аналитическому решению для двумерной задачи упругости с погреш-
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a) b)

Рис. 12. Сравнение картин разрушения пластины: a) эксперимент [18]; b) NOSB модель с
функцией влияния типа кубический сплайн.

ностью 0.001\%, адекватное поведение эволюции разрушения пластины и сохранение
осевой симметрии ветвления трещины. При этом наблюдается медленное распро-
странение разрушения, связанное с потерей энергии при численном интегрировании
основных выражений перидинамики.
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Abstract: The paper presents a study of the behavior of a numerical model of
peridynamics for various influence functions using the example of two-dimensional
elasticity problems with an analytical solution and fracture problems. The influence
function is used to define the model in integral relations and describes the behavior of
non-local particle interactions. It is shown that the best convergence of the implemented
model is achieved by using the cubic spline type influence function.
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Исключение методической погрешности оценки

показателя Хёрста, возникающей из-за малого

объема выборок
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Аннотация: В настоящее время показатель Хёрста достаточно легко интерпре-
тируется применительно к биометрическим, медицинским и экономическим дан-
ным, однако его принято оценивать на больших выборках. Целью работы яв-
ляется нейтрализация методической ошибки, возникающей из-за недостаточно-
го объема исходных данных. В работе используется связь показателя Хёрста с
автокорреляционными функционалами. Предложено средствами имитационно-
го моделирования заранее вычислять аддитивную методическую погрешность и
устранять ее для каждой выборки. Получена связь значения аддитивной мето-
дической погрешности оценки показателя Хёрста с размерами малых выборок в
пределе от 20 до 80 опытов. Это позволяет повысить точность оценок, за счет
корректировки аддитивной методической погрешности.

Ключевые слова: белый шум, показатель Хёрста, малые выборки, биометриче-
ские данные, методическая погрешность.

1. Введение

При анализе параметров рынка [1–3] и коллективной биометрии [9] одним из
активно используемых инструментов является показатель Хёрста. К сожалению, эм-
пирический показатель Хёрста по умолчанию предполагает использование больших
выборок из-за того, что он является степенным:

R(N)

\sigma (N)
=

\biggl( 
\pi N

2

\biggr) H
, (1)

где N – размер выборки; R – размах выборки; \sigma – стандартное отклонение выборки;
H – степенной показатель Хёрста, изменяющийся в интервале от 0,5 до 1,0 для пред-
сказуемых персистентных систем и, в интервале от 0,0 до 0,5 для антиперсистентных
систем с периодическим переключением рынка из состояния «медведи» в состояние
«быки».

Другой вариант записи показателя Хёрста получается путем перехода от урав-
нения (1) в его логарифмическую форму:

H(N) =
\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2

R(N)
\sigma (N)

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2
\bigl( 
\pi N
2

\bigr) , (2)

Вторая форма удобна для пояснения причин, по которым при анализе данных
рынков и данных коллективной биометрии необходимы большие выборки. Если пред-
положить, что логарифм нормированного размаха данных является константой, то
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ошибка оценки показателя будет оцениваться следующим соотношением:

\Delta H(N) \approx const

\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}2
\bigl( 
\pi N
2

\bigr) , (3)

Из этого следует, что ошибки из-за сокращения размеров выборки реальных дан-
ных должны расти обратно пропорционально логарифму объема выборки.

Проведенные численные эксперименты показали, что вместе со случайной со-
ставляющей погрешности оценки (2) содержится методическая составляющая по-
грешности, которую можно устранить. Одна из первых работ, отмечающая наличие
мультипликативной составляющей методической погрешности, является работа Е.
Федера [5] при слишком низких и слишком больших значениях показателя Хёрста.
Одним из первых попытался устранить мультипликативную погрешность Э. Най-
ман [6], однако работ о том, на сколько эффективен мультипликативный корректор
Э. Наймана нами не обнаружено. Это и послужило толчком к выполнению данной
работы по корректировке только аддитивной составляющей методической погреш-
ности.

2. Численное моделирование значений показателя Хёрста для
малых выборок на эталонном «белом шуме»

Первоначально в рамках численного эксперимента построим порядка 10000 выбо-
рок имеющих нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и с
величиной \sigma близкой к единице (здесь будем подавать незначительный шум как рав-
номерно распределенную на интервале (0; 0, 01) величину). Результаты численного
моделирования значений показателя Хёрста для выборок объема N = 50 показы-
вают, что выборочное среднее значение показателя Хёрста здесь составляет 0, 3470
(рис. 1), хотя его величина должна быть равна 0, 5.

Рис. 1. Результаты численного эксперимента по оценке показателя Хёрста для независимых
данных. Объем выборки N = 50, выборочное среднее значение показателя составляет 0,3470.

Напомним, что если бы формулы (1)-(2) оценки показателя Хёрста верно отра-
жали действительность, то с ростом размеров выборки мы наблюдали бы постоянное
значение математического ожидания распределений. Однако случайная составляю-
щая погрешности с ростом объема выборки падает и, кроме того, существует значи-
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тельная методическая составляющая погрешности оценок [7,8]. Таким образом, мето-
дическая погрешности для нашего примера составляет \Delta H \approx 0, 5 - 0, 3470 = 0, 1530.

В табл. 1 представлены значения соответствующих поправок для 12-ти выборок
объемом от 10 до 320 значений.

Таблица 1. Методическая погрешность как функция объема выборки

N 10 20 30 40 50 60 80 100 120 140 160 320

\Delta H 0,054 0,108 0,13 0,143 0,153 0,161 0,172 0,181 0,187 0,192 0,197 0,218

Устранение методической погрешности позволяет поднять точность оценок при-
мерно в 2 раза на выборках в 30 опытов и более, однако при этом остается не ском-
пенсированной случайная составляющая погрешности.

3. Влияние размеров выборки на относительную погрешность
оценки показателя Хёрста в эталонной выборке «белого шу-
ма»

Если методическую составляющую погрешности полностью устранить из оценок
(2), то мы будем наблюдать идеальную ситуацию, когда математическое ожидание
показателя Хёрста уже не будет зависеть от размеров выборки:

E (H(N)) \approx const = 0, 5, (4)

Для того, что бы наблюдать соотношение (4) придется многократно повторять
вычисления с заданным объемом выборки. При этом случайную составляющую по-
грешности в первом приближении можно считать равной величине стандартного
отклонения. В этом случае мы будем наблюдать монотонное снижение случайной
составляющей по мере роста объема выборки (табл. 2). Отметим, что для нашего
первоначально примера (рис. 1) случайная составляющая ошибки составит величи-
ну 0,0232.

Таблица 2. Случайная составляющая ошибки как функция объема выборки

N 10 20 30 40 50 60 80 100 120 140 160 320

\Delta H 0,035 0,031 0,027 0,025 0,023 0,022 0,02 0,019 0,018 0,017 0,017 0,013

Зависимость, определяющая случайную составляющую ошибки (табл. 2), в лога-
рифмической системе координат хорошо описывается линейным приближением. Т.е.,
оценивая случайную составляющую, мы можем воспользоваться следующим прибли-
жением:

\Delta H(N) \approx \sigma (N) \approx 0, 036 - 0, 09 \cdot \mathrm{l}\mathrm{g}N, (5)

Последнее означает, что для выборки в 40 опытов значение относительной ошиб-
ки показателя Хёрста составит порядка 5\%. Если же мы будем оценивать ошибку по
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более жесткому правилу трех стандартных отклонений («трех сигм»), то на выборке
в 40 опытов мы получим относительную ошибку в 15\%. Крайне важным моментом
является так же то, что относительная случайная ошибка очень медленно снижается.
Так при увеличении выборки с 40 до 320 опытов происходит всего лишь двукратное
снижение относительной составляющей случайной ошибки.

4. Заключение

Компенсация методической погрешности является принципиально важным тех-
нологическим элементом оценки значений показателя Хёрста как на малых, так и
на больших выборках. Если методическая погрешность оценок не устраняется, то
увеличение объема исследуемых выборок не приводит к снижению ошибок.
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Abstract: Currently, the Hearst indicator is quite easily interpreted in relation to
biometric, medical and economic data, but it is customary to evaluate it on large
samples. The aim of the work is to neutralize the methodological error that occurs
due to insufficient amount of initial data. The paper uses the connection of the Hurst
exponent with autocorrelation functionals. It is proposed to calculate the additive
methodological error in advance by means of simulation modeling and eliminate it
for each sample. The relationship between the value of the additive methodological
error in estimating the Hurst index and the size of small samples in the range from
20 to 80 experiments was obtained. This makes it possible to increase the accuracy
of estimates by correcting the additive methodological error.

Keywords: white noise, Hearst index, small samples, biometric data, methodological
error.
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УДК 519.63

Новый тип колебаний в системе с трением*

Иванов А.П., Маурах Г.М.

Научно-технологический университет «Сириус»

Аннотация: Рассмотрена динамика утолщённого стержня на плоскости. Сила,
приложенная к центру стержня, вынуждает двигаться его с постоянной скоро-
стью. В начальный момент стержень покоится перпендикулярно линии действия
силы. В ходе проведенных экспериментов было обнаружено изменение угла меж-
ду стержнем и нитью, передающей нагрузку, попеременно в положительном и от-
рицательном направлениях. Показано, что если считать распределение нормаль-
ной нагрузки равномерным, то этот эффект невозможен ни при каком законе
трения. В качестве объяснения предлагается использовать динамически непро-
тиворечивую модель сухого трения, в которой центр давления находится в перед-
ней части стержня (по направлению движения), что приводит к возникновению
момента, который поворачивает стержень.

Ключевые слова: распределённое трение, колебательные системы.

1. Введение

Как известно [1–3], относительное движение шероховатых тел часто сопровож-
дается колебаниями в нормальном или тангенциальном направлениях. Простейшая
модель тангенциальных колебаний показана на рис. 1: их причиной является разница
в коэффициентах статического и динамического трения. На практике такие колеба-
ния в звуковом диапазоне наблюдаются, когда тормоза «визжат». С другой стороны,
наличие колебаний может изменить динамику системы с трением [3–6].

Рис. 1. Пример колебаний из-за сил трения.

Во всех упомянутых работах распределение нагрузки в зоне контакта считалось
равномерным, и вопрос о необходимости учета неравномерности не возникал. В дан-
ной статье рассматривается экспериментально обнаруженный эффект колебаний, ко-
торый не может быть объяснен в рамках модели равномерного распределения для
любого закона трения. Обратите внимание, что динамика цилиндра с неравномерным
законом распределения обсуждается в статье [2], которая также содержит обширный
обзор литературы. Статья организована следующим образом. Во второй главе опи-
сывается экспериментальная установка и обнаруженные автоколебания нового типа.

*Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Научного Фонда (проект №24-11-20009).
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В третьей главе построена математическая модель системы, а четвертая глава посвя-
щена расчету распределения нормальной нагрузки в зоне контакта. В пятой главе
на основе этой математической модели дается объяснение обнаруженного эффекта.

2. Описание эксперимента

Для изучения динамики удлиненного твердого тела (бруска) с плоским основа-
нием, движущегося по шероховатой плоскости под действием тянущей силы, была
проведена серия экспериментов. Брусок изготовлен из акрила. Края бруска скошены
для уменьшения момента инерции (рис. 2). Брус имеет углубления, в которые поме-
щаются равные дополнительные массы. Таким образом, основная масса расположена
близко к центру бруска, он имеет большую массу и малый момент вращения по срав-
нению со сплошным акриловым бруском. В центр бруска вставлена ось диаметром 3
мм. Шайба с резьбой свободно вращается вокруг оси, проходящей через центр масс
стержня. Центр масс утяжелителя находится на высоте h = 20 мм, резьба закреп-
лена выше, на высоте 29 мм, на вертикальной оси. Шайба способна поворачиваться
на углы в широком диапазоне, не касаясь бруска. Поверхность бруска отшлифована
с шероховатостью P1000 и выровнена. Таким образом, основные неровности, созда-
ющие трение, расположены на поверхности стола (опоры). Последний представляет
собой окрашенную деревянную поверхность.

Рис. 2. Экспериментальная модель.

В ряде экспериментов были обнаружены колебания бруска с изменением направ-
ления вращения (рис. 3). Положения бруска обозначены числами 1-5.

Рис. 3. Фазы вращения.
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Сначала брусок находится в состоянии покоя 1, затем он начинает вращаться
по часовой стрелке 2, достигая примерно 20 градусов. Далее движение начинается
против часовой стрелки. Затем он возвращается в исходное положение 3 и движение
периодически повторяется 4-5. Очевидно, что такое поведение может быть вызвано
только действием сил трения. В идеальной ситуации, когда нить закреплена в цен-
тре масс блока и нормальная нагрузка распределена равномерно, ориентация блока
оставалась бы неизменной. Чтобы объяснить колебания, необходимо использовать
закон Амонтона-Кулона, учитывающий неравномерное распределение нормальной
нагрузки в зоне контакта.

3. Математическая модель системы

Мы изучим динамику блока в ограниченной постановке, учитывая, что его центр
O перемещается вправо по прямой с постоянной скоростью V , а основной вектор сил
трения \vec{}FT сонаправлен нити и не изменяется по величине, тогда сила натяжения
нити постоянна и равна  - | \vec{}FT | = \mu P , где \mu – коэффициент трения скольжения, а P
– вес тела. Введем инерциальную систему координат, где ось OZ направлена вверх,
а ось OX направлена вдоль нити. Вторая система координат OX \prime Y \prime Z \prime относится к
корпусу: ось перпендикулярна блоку и проходит через середину контактной зоны.
Ориентация стержня определяется углом между двумя соответствующими осями
(рис. 4).

Рис. 4. Системы координат

Уравнение Эйлера, описывающее изменение ориентации тела, имеет вид

JC \.\vec{}\omega = \vec{}MN + \vec{}MT + \vec{}Mt,

\vec{}MN =

\int \int 
D

(x, y, - h)\times \vec{}kp(x, y)dxdy, \vec{}Mt = f\Delta \vec{}k \times \vec{}i = \vec{}jf\Delta , (1)

\vec{}MT =

\int \int 
D

(x, y, - h)\times \vec{}F (x, y)dxdy, \vec{}F (x, y) =  - \mu p(x, y) \vec{}v(x, y)| \vec{}v(x, y)| ,

Здесь JC – центральный момент инерции; \vec{}MN , \vec{}MT и \vec{}Mt – суммарные моменты
реакции опоры, трения и реакции нити, вычисленные относительно центра масс ; \Delta 
– расстояние между точкой крепления нити и точкой C; \vec{}\omega угловая скорость тела;
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\vec{}i,\vec{}j,\vec{}k – единичные векторы системы OXY Z; p(x, y) и v(x, y) – нормальное давление
в данной точке поверхности контакта D и её скорость.

Чтобы вычислить функцию p(x, y) в уравнениях (1), предположим линейную
зависимость [8, 9]:

p(x, y) = p0 + p1x
\prime + p2y

\prime . (2)

Здесь коэффициенты определяются из условий контакта [9]:

p0 =
P

S(D)
, (\vec{}\omega ,\vec{}i) = (\vec{}\omega ,\vec{}j) \equiv 0, (3)

где S(D) – окрестность точки D. Движение тела параллельно основанию, таким
образом, система имеет одну степень свободы, и уравнение движения имеет вид:

Jz \"\theta = ( \vec{}MN + \vec{}MT + \vec{}Mt, \vec{}k) =MT ,

MT =

\int \int 
DM(x, y)dxdy,M(x, y) = (x, y, 0)\times \vec{}F (x, y). (4)

Здесь JZ – вертикальный момент инерции тела; MT – суммарный момент трения
относительно точки O;M(x\prime , y\prime ) – момент трения в точке тела с координатами (x\prime , y\prime );
\vec{}F (x, y) и \vec{}v(x, y) – сила трения и скорость в той же точке. В формулах (1)

\vec{}v(x, y) = \vec{}v(O) + \.\theta \vec{}k \times (x, y, 0) = (V  - \.\theta y, \.\theta x).

Чтобы вычислить интеграл (2) удобно перейти в систему OX \prime Y \prime Z \prime по формулам

x = x\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta  - y\prime \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , y = x\prime \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta + y\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta .

Тогда

\vec{}F (x\prime , y\prime ) =  - \mu p(x\prime , y\prime ) \vec{}v(x
\prime , y\prime )

| \vec{}v(x\prime , y\prime )| , \vec{}v(x
\prime , y\prime ) = ( - V \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta  - \.\theta y\prime , V \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta + \.\theta x\prime ),

M(x\prime , y\prime ) = (x\prime , y\prime , 0)\times \vec{}F (x\prime , y\prime ) =

=  - \mu p(x\prime , y\prime )\sqrt{} 
V 2 + \.\theta 2 + 2V \.\theta (x\prime \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta  - y\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )

\vec{}k (V (x\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta  - y\prime \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta ) + \.\theta (x\prime 2 + y\prime 2)). (5)

4. Вычисление нормальной нагрузки

Чтобы объяснить колебательные движения тела, необходимо оценить распреде-
ление нормальной нагрузки по формуле (2). В соответствии с условиями контакта,
отрыва от опоры не происходит, т.е. в формуле (1) проекции угловой скорости на оси
OX \prime и OY \prime равны нулю. В формуле (1)

JZ(\vec{}\.\omega ,\vec{}i) = ( \vec{}MN ,\vec{}i) + ( \vec{}MT ,\vec{}i) =

\int \int 
D

yp(x, y)dxdy  - 
\int \int 
D

(h\vec{}j, \vec{}F (x, y))dxdy = 0,

JZ(\vec{}\.\omega ,\vec{}j) = ( \vec{}MN ,\vec{}j) + ( \vec{}MT ,\vec{}j) + ( \vec{}Mt,\vec{}j) =

=  - 
\int \int 
D

xp(x, y)dxdy +

\int \int 
D

(h\vec{}i, \vec{}F (x, y))dxdy + f\Delta = 0. (6)
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Система двух уравнений (6) позволяет определить коэффициенты в формуле (2).
Пример.Предположим \.\theta = 0 , что соответствует исходному положению 1 на рис.

3, а также точкам поворота. Чтобы сделать понятной далеко не очевидную идею этой
статьи, давайте максимально упростим модель, представив область в виде сегмента,
а тело – в вертикальном положении. При таких упрощениях система (6) заменяется
одним уравнением

JZ(\vec{}\.\omega ,\vec{}i) = ( \vec{}MN ,\vec{}i) + ( \vec{}MT ,\vec{}i) + ( \vec{}Mt,\vec{}i) =\int \int 
D

y\prime p(x\prime )dy\prime  - \mu h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 

\int \int 
D

p0dy
\prime + f\Delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta = 0,

p(\prime x) = p0 + p1y
\prime , \vec{}MT =  - \mu 

\int \int 
D

(0, y\prime , - h)\times (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , 0)p(y\prime )dy\prime =

= \mu 

\int \int 
D

(h, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , y\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )(p0 + p1y
\prime )dy\prime . (7)

Тогда\int \int 
D

y\prime p(x\prime )dy\prime + \mu hP \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta + f\Delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta = 0,

p(\prime x) = p0 + p1y
\prime , \vec{}MT =  - \mu 

\int \int 
D

(0, y\prime , - h)\times (\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , 0)p(y\prime )dy\prime =

= \mu 

\int \int 
D

(h, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , y\prime \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta )(p0 + p1y
\prime )dy\prime ,

p1

\int \int 
D

y\prime 2dy\prime =  - \mu hP \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta  - f\Delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , ( \vec{}MT , \vec{}k) = \mu p1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 

\int \int 
D

y\prime 2dy\prime . (8)

5. Обоснование динамики колебаний

Подстановка выражений (8) в формулу (7) приводит к следующему результату:

JZ \"\theta =  - \mu (\mu hP \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta + f\Delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta ). (9)

Обсудим этапы движения на рис. 3.
1. В положении 1, угол нулевой, так же как и его первая производная. Вторая

производная отрицательна, поэтому брусок вращается по часовой стрелке.
2. Если неравенство

\mu hP \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta + f\Delta \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta < 0 (10)

имеет решение при \theta \in 
\Bigl( 
 - \pi 
2
, 0
\Bigr) 
, тогда вращение останавливается (положение 3 на

рис. 3) и возобновляется в обратном направлении (положение 4 на рис. 3).
3. Когда движение попадает в область, где неравенство (10) выполняется с про-

тивоположным знаком, движение по часовой стрелке продолжается, пока решение
не попадёт в область неравенства (10), и т.д.

График численного решения изображён на рис. 5. Функция решения периодиче-
ская, а угол вращения остаётся отрицательным во время движения тела.
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Рис. 5. Пример колебаний

6. Заключение

В статье построена математическая модель движения утолщённого стержня по
шероховатой плоскости. На основе ее анализа качественно обосновано возникновение
автоколебаний, обнаруженных в экспериментах. Ключевым свойством модели явля-
ется зависимость нормального распределения нагрузки от координат и скоростей
тела, указанная в [10]. Количественное исследование этого явления будет проведено
в последующих работах.
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A New Type of Oscillations in a System With Friction

A.P. Ivanov, G.M. Maurakh

Sirius University of Science and Technology

Abstract: The dynamics of a thick rod on a rough plane is considered. A force is
applied to the center of the rod causing it to move at a constant speed. At the initial
moment, the rod is at rest and perpendicular to the line of action of the force. In
the experiments carried out, a change in the angle between the rod and the thread
transmitting the load was detected, alternately in positive and negative directions. It
is shown that if we consider the distribution of the normal load to be uniform, then
this effect is impossible for any friction law. As an explanation, it is proposed to use
a dynamically consistent model of dry friction, in which the center of pressure lies in
the front part of the rod (in the direction of movement), which leads to the occurrence
of a moment that turns the rod.

Keywords: distributed friction, oscillation system.
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О вырожденных резонансах в системах, близких к

двумерным нелинейным гамильтоновым, при

квазипериодических по времени параметрических

возмущениях*

Костромина О.С.

Национальный исследовательский
Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского

Аннотация: Изучается структура вырожденной резонансной зоны в случае па-
раметрического резонанса на примере уравнения маятникового типа с немоно-
тонным вращением при квазипериодическом по времени неконсервативном воз-
мущении. С помощью анализа усредненных систем определяются условия су-
ществования квазипериодических решений в случае, когда порядок вырождения
больше единицы. Особое внимание уделяется характерному для параметриче-
ских возмущений существованию квазипериодических решений нового типа, от-
вечающих предельным циклам усредненной системы, не имеющих порождающих
предельных циклов в возмущенной автономной системе, соответствующей исход-
ному уравнению.

Ключевые слова: вырожденный резонанс, квазипериодические параметрические
возмущения, предельный цикл, уравнение маятникового типа, усреднение.

Рассматриваемый в работе круг вопросов относится к области исследования не-
консервативных двухчастотных квазипериодических возмущений двумерных нели-
нейных гамильтоновых систем с немонотонным вращением. Системы такого класса
могут быть записаны в виде\left\{       

\.x =
\partial H(x, y)

\partial y
+ \varepsilon g(x, y, \theta 1, \theta 2),

\.y =  - \partial H(x, y)

\partial x
+ \varepsilon f(x, y, \theta 1, \theta 2),

(1)

где \varepsilon – малый положительный параметр, \theta i = \omega it, i = 1, 2; функции g и f – непре-
рывные и 2\pi -периодические по \theta i; гамильтониан H и функции g и f – достаточно
гладкие по переменным x и y в некоторой области D \subset \BbbR 2 или D \subset \BbbR 1 \times \BbbS 1; \omega 1 и \omega 2

– несоизмеримые над полем рациональных чисел частоты возмущения. Предполага-
ется выполнение условия g\prime x + f \prime 

y \not \equiv 0 в области D, что означает неконсервативность
исходной системы (1). Рассматриваются возмущения, содержащие нелинейные пара-
метрические члены вида p(\theta 1, \theta 2)xkyl, k + l \geqslant 2.

Относительно соответствующей невозмущенной системы (\varepsilon = 0) предполагается,
что она является нелинейной гамильтоновой и имеет ячейку D0 \subset D, заполненную
замкнутыми фазовыми кривыми H(x, y) = h, h \in [hmin, hmax], и не содержащую
малых окрестностей состояний равновесия и сепаратрис.

Переходя в D0 от переменных x, y к переменным «действие I – угол \theta »:

x = X(I, \theta ), y = Y (I, \theta ),

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РНФ, грант № 24-21-00050.
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где X, Y – решение невозмущенной системы на замкнутых фазовых кривых, система
(1) запишется в виде\left\{         

\.I = \varepsilon (f(X, Y, \theta 1, \theta 2)X
\prime 
\theta  - g(X, Y, \theta 1, \theta 2)Y

\prime 
\theta ),

\.\theta = \omega (I) + \varepsilon ( - f(X, Y, \theta 1, \theta 2)X \prime 
I + g(X, Y, \theta 1, \theta 2)Y

\prime 
I ),

\.\theta 1 = \omega 1,
\.\theta 2 = \omega 2.

(2)

Предполагается, что собственная частота \omega (I) невозмущенной системы не явля-
ется монотонной функцией и не обращается в нуль на интервале

(Imin, Imax) \equiv (I(hmin), I(hmax)).

Фазовое пространство системы (2) – декартово произведение [Imin, Imax]\times \BbbT 3, где \BbbT 3

– трехмерный тор.
Говорят, что в системе (2) имеет место резонанс, если выполняется условие:

n\omega (I) = m1\omega 1 +m2\omega 2, (3)

где n, m1, m2 – взаимно простые натуральные числа. Вещественные решения I этого
уравнения на отрезке [Imin, Imax] будем обозначать Inm,m = (m1,m2). Тогда уровни
I = Inm (замкнутые фазовые кривые H(x, y) = hnm невозмущенной системы) будем
называть резонансными уровнями. Окрестность U\mu = \{ (I, \theta ) : Inm  - C\mu < I < Inm +
C\mu , 0 \leqslant \theta < 2\pi , C = const > 0\} , \mu =

\surd 
\varepsilon , индивидуального резонансного уровня

I = Inm будем называть резонансной зоной.
При условии, что I = Inm является стационарной точкой функции \omega (I), такой

что
dk\omega 

dIk
(Inm) = 0, k = 1, j,

dj+1\omega 

dIj+1
(Inm) \not = 0, j \geqslant 1,

резонансный уровень I = Inm будем называть вырожденным с порядком вырождения
j.

В работах [1–3] получены двумерные автономные усредненные системы, опи-
сывающие топологию резонансных зон, близких к вырожденным в случае, когда по-
рядок вырождения больше единицы. Простому устойчивому (неустойчивому) состоя-
нию равновесия усредненной системы соответствует двумерный устойчивый (неустой-
чивый) инвариантный тор в системе (2), или устойчивое (неустойчивое) квазипери-

одическое резонансное решение с периодами
2\pi n

\omega 1

,
2\pi n

\omega 2

в системе (1). Грубому устой-

чивому (неустойчивому) предельному циклу усредненной системы с частотой \omega 0 со-
ответствует трехмерный устойчивый (неустойчивый) инвариантный тор в системе
(2).

Установлено существование трехмерных инвариантных торов двух типов [2, 3].
Тор первого типа порождается предельным циклом соответствующей возмущенной
автономной системы. Ему соответствует квазипериодическое резонансное решение

с периодами
2\pi 

\omega 0

,
2\pi n

\omega 1

,
2\pi n

\omega 2

в системе (1). Поскольку возмущение системы содержит

параметрические члены, зависящие как от фазовых координат, так и от времени,
то дивергенция усредненной системы является знакопеременной функцией, что при-
водит к возникновению предельных циклов в колебательной области ее фазового
пространства. Инвариантные торы, отвечающие таким предельным циклам, будем
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называть торами второго типа. Движение по таким торам условно периодическое с

периодами
2\pi 

\omega \varepsilon 
,
2\pi n

\omega 1

,
2\pi n

\omega 2

, где \omega \varepsilon \sim \varepsilon 1 - s\omega 0, s =
1

j + 2
, при \varepsilon \rightarrow 0. В работах [2, 3]

полученные результаты проиллюстрированы на примере асимметричного уравнения
типа Дуффинга с немонотонным вращением при параметрическом квазипериодиче-
ском возмущении.

В настоящей работе изучается задача о воздействии неконсервативных двухча-
стотных квазипериодических возмущений на уравнение маятникового типа с немоно-
тонным вращением в случае, когда возмущение содержит нелинейные параметриче-
ские члены. Проводится анализ двумерных автономных усредненных систем, позво-
ляющий исследовать структуру вырожденной резонансной зоны с порядком вырож-
дения, большим единицы. Для нахождения предельных циклов усредненных систем
используется метод построения порождающей функции Пуанкаре–Понтрягина; для
определения расстояния между возмущенными сепаратрисами седел применяется
метод Мельникова.
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Abstract: Using the example of a pendulum-type equation with nonmonotonic rotation
under a quasi-periodic nonconservative perturbation, the structure of the degenerate
resonance zone in the case of parametric resonance is studied. Using the analysis
of averaged systems, the conditions for the existence of quasi-periodic solutions are
determined in the case when the order of degeneracy is greater than one. Particular
attention is paid to the existence of quasi-periodic solutions of a new type, which are
characteristic of parametric perturbations. Such solutions correspond to limit cycles
of an averaged system that do not have generating limit cycles in the perturbed
autonomous system corresponding to the original equation.
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О точности модифицированного метода Галеркина с

разрывными базисными функциями, зависящими от

времени*

Кочурова И.Д.1, Ладонкина М.Е.1,2, Тишкин В.Ф.2

МФТИ1, ИПМ им. М.В. Келдыша РАН2

Аннотация: В работе исследуется модификация разрывного метода Галеркина,
где в качестве альтернативы применению процедуры лимитирования использу-
ются базисные функции, подстраивающиеся под решение задачи, и в случае на-
рушения энтропийного неравенства в ячейке, локально переводящие исходный
метод в метод Годунова первого порядка, но на измельченной вдвое сетке. В ра-
боте показана возможность использования данного метода без подключения ли-
митирующих функций при решении задач, содержащих сильные ударные волны.
Исследованы порядки точности метода на задаче о прохождении простой волны
до момента времени пока газодинамические функции сохраняют гладкость.

Ключевые слова: метод Галеркина с разрывными базисными функциями, урав-
нения Эйлера, метод Годунова, ударные волны.

1. Базисные функции, зависящие от времени

При применении классического разрывного метода Галеркина [1] к решению за-
дач газовой динамики, содержащих области высоких градиентов, для сохранения мо-
нотонности решения возникает необходимость использования лимитирующих функ-
ций. Применение таких лимитеров может повлиять на точность полученного реше-
ния, понижая ее. Возможной причиной необходимости применения процедуры лими-
тирования может оказаться невыполнение разностного аналога энтропийного нера-
венства. В настоящей работе в качестве альтернативы применению процедуры лими-
тирования используются базисные функции, подстраивающиеся под решение задачи,
и, в случае нарушения энтропийного неравенства в ячейке, локально переводящие
исходный метод в метод первого порядка [2], но на измельченной вдвое сетке. Для
метода первого порядка энтропийное неравенство гарантировано выполнено. Это до-
стигается автоматической заменой кусочно-линейной базисной функции на кусочно-
постоянную в конкретной ячейке.

Рассмотрим одномерную систему уравнений Эйлера:

\partial tU +\nabla \cdot F (U) = 0, (1)

дополненную подходящими начально-краевыми условиями, вид которых зависит от
конкретной задачи. Консервативные переменные U и компоненты потоковых функ-
ции F (U), заданы в виде:

U = (\rho , \rho u,E)T , (2)

F (U) = (\rho u, \rho u2 + p, (E + p)u)T .

*Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РНФ, проект № 22-11-00060
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Приближенное решение системы (1) в классическом разрывном методе Галеркина
ищется как решение следующей системы [1]:

d

dt

\int 
Tj

\phi k(x) \cdot Uh(x, t)d\Omega +

\oint 
T

\phi k(x) \cdot hF (U+
h , U

 - 
h , n)d\sigma  - 

\int 
Tj

\partial \phi k(x)

\partial x
F (Uh(x, t))d\Omega = 0. (3)

Базис пространства выберем в виде ортогональных полиномов, где первая функ-
ция равна единице, вторая базисная функция представляет собой кусочно-линейную
функцию, вид которой зависит от времени (рис. 1) [3].

\phi 0 = 1, \phi 1(x, t) =

\left\{     
(x - xc)(1 - \alpha (t)) +

\alpha (t)\Delta x

2
, x \in [xc, xi+1/2]

(x - xc)(1 - \alpha (t)) - \alpha (t)\Delta x

2
, x \in [xi - 1/2, xc]

, (4)

Рис. 1. Базисная функция \varphi 1 (x, t)

Основные формулы (3) в одномерном случае перепишутся в виде:

\partial 

\partial t

xc+
\Delta x
2\int 

xc - \Delta x
2

U(x, t)\phi k(x, t)dx = (F (x, t)\phi k(x, t))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xc+

\Delta x
2

 - (F (x, t)\phi k(x, t))

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
xc - \Delta x

2

 - 

 - 
xc+

\Delta x
2\int 

xc - \Delta x
2

\biggl( 
F (x, t)

\partial \varphi k(x, t)

\partial x
+ U(x, t)

\partial \varphi k(x, t)

\partial t

\biggr) 
dx, k = 0, 1. (5)

Второе уравнение при k = 1 имеет вид:

\partial U1(t)

\partial t

\Delta x3

12
(1 + \alpha (t) + \alpha 2(t)) + U1(t)

\partial \alpha 

\partial t
(1 + 2\alpha )

\Delta x3

24
 - 

xc\int 
xc - \Delta x

2

F (x, t)(1 - \alpha ) dx  - 

 - 
xc+

\Delta x
2\int 

xc

F (x, t)(1 - \alpha ) dx - F \ast (xc)\alpha \Delta x+ F \ast (x1 - 1/2)\alpha 
\Delta x

2
+ F \ast (xi+1/2)\alpha 

\Delta x

2
= 0. (6)
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Для определения \alpha в i-ой ячейке будем использовать следующий алгоритм:
1. Определяем границы: MMAX и MMIN для каждой конкретной задачи.
2. Вычисляем:Mmaxi иMmini, интенсивность ударных волн, образующихся при

решении задач распада произвольного разрыва на границах i-ой ячейки сетки и в
точке xi.

3. Определяем \alpha i:

\alpha i =

\left\{       
1, Mmini > MMAX,

0, Mmaxi < MMIN,
Mmaxi  - Mmin

Mmax - Mmin
, MMIN < Mmaxi,Mmini < MMAX

, (7)

При решении задачи приведенным методом возможно возникновение мелкомас-
штабных осцилляций. С целью получения монотонного решения применим схему
сглаживания:

U sm
i = Ui + \beta i+ 1

2
(Ui+1  - Ui) + \beta i - 1

2
(Ui  - Ui - 1),

\beta i+ 1
2
=
Bi+1 + 2Bi +Bi - 1

4
,

Bi =
(Ci + Ci+1)

2

| \rho i+1  - \rho i| 
\rho i

\Delta t

\Delta x
,

Ci =

\sqrt{} 
\gamma pi
\rho i
.

2. Численные эксперименты

В работе проведена серия расчётов прохождения ударных волн с различными
числами Маха от M = 2 до M = 10 по однородному фону. На рис. 2 представлены
результаты расчета ударной волны с числом Маха M = 2 (задача 1) на момент
времени T = 1, 2: синяя линия – начальное положение ударной волны, красная линия
– решение модифицированным РМГ без усреднения.

Рис. 2. Профили плотностей в задаче 1 о прохождении ударной волны с числом Маха M = 2,
слева – в обычном масштабе, справа – при сильном увеличении

При численном моделировании проходящих ударных волн различной интенсив-
ности до числа Маха M = 10, также как и для M = 2 (рис. 2) наблюдалось наличие
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мелкомасштабных осцилляций. Черная линия – решение модифицированным РМГ с
усреднением (8). Как видно из рис. 2, применение процедуры усреденения (8) полно-
стью гасит нефизичные осцилляции и позволяет получить четкий профиль ударной
волны с наличием небольших энтропийных следов.

В качестве тестовой задачи, на которой проводилось исследование порядка точно-
сти метода, использовали задачу о прохождении простой волны, в которой энтропия
p

\rho \gamma 
и инвариант Римана R+ = u +

2

\gamma  - 1
являются постоянными (задача 2). Вычис-

ления проводились до момента времени t = 0.07 пока газодинамические функции
(плотность, давление, скорость) сохраняют гладкость. При решении данной задачи
использовалось усреднение (8). Зная аналитическое решение задачи [4], для получе-
ния порядка точности метода, достаточно провести два численных расчета с шагами
h и h/3. Значения порядков точности метода вычислялись локально в каждой ячейке
по правилу Рунге.

Рис. 3. Профиль плотности в задаче 2 о прохождении простой волны и локальные порядки
точности метода

Как видно из рис. 3, использование осреднения такого вида позволяет сохранить
повышенный порядок точности метода, не понижая его до первого, как при исполь-
зовании лимитирующих функций.
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Abstract: The paper explores the modification of the Godunov method using discon-
tinuous basis functions. Instead of applying the traditional procedure, these basis
functions are used, which adapt to the solution of the problem. In case of a violation
of the entropy inequality in a cell, the original method is locally translated into a first-
order method on a grid that has been halved. The paper shows that this method can
be used without limiting functions when solving problems that contain strong shock
waves. The accuracy of the method is investigated by solving a problem involving a
simple wave, until the gas dynamic functions become smooth.
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модулированного аргумента
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Аннотация: В работе приводится доказательство теоремы, согласно которой лю-
бую функцию, принадлежащую классу Гёльдера C\alpha (G), можно аппроксимиро-
вать с любой наперед заданной точностью конечной суммой её коэффициентов
Фурье для гармонически модулированного аргумента.

Ключевые слова: класс Гёльдера, гармонически модулированный аргумент, зави-
симости коэффициентов Фурье, аппроксимация функции.

1. Введение

Во многих прикладных задачах необходимо иметь в своем арсенале не только ис-
следуемую зависимость, но и её производные. Например, в экспериментальной фи-
зике и радиотехнике [1]. Часто на эксперименте измеряют зависимости гармоник
исследуемой физической характеристики при одновременном статическом и гармо-
ническом воздействиях на изучаемый объект. В этом случае возникает задача вос-
становления изучаемой характеристики из ее гармоник. Во многих задачах изучае-
мая зависимость является нелинейной и имеет особенности, тогда в сигнале отклика
имеется много гармоник. На этот случай разработаны основы метода модуляцион-
ного Фурье-анализа (МФА) [2–6] с анализом корректности задачи восстановления.
Идеи и методы МФА появились давно [1], получили свое развитие в работах [2–6] и
используются на практике. Ряд положений метода МФА требуют расширения на бо-
лее широкий класс функций. В работе приводится теорема обобщающая применение
МФА для функций принадлежащих классу Гёльдера-Липшица.

2. Теорема об аппроксимации функции, принадлежащей клас-
су Гёльдера-Липшица её коэффициентами Фурье

Теорема 1. Любую функцию f(y), принадлежащую классу Гёльдера-Липшица C\alpha ,
на некотором множестве G можно аппроксимировать с любой наперёд заданной
точностью следующей суммой коэффициентов её ряда Фурье для гармонически мо-
дулированного аргумента y = x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) - f(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Здесь h \leq (b - a)

2
, h – амплитуда модуляции, t \in [ - \pi , \pi ], x \in [a, b], y \in [a - h, b+

h] = G и Am(x) =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(mt)dt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что функция f(y) принадлежит классу
Гёльдера-Липшица [7] на некотором множестве G: f(y) \in C\alpha (0 < \alpha \leq 1). Аргумент
y заставим изменяться по гармоническому закону y(t) = x + h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t, t \in [ - \pi , \pi ].
Тогда, если x \in [a, b], то y \in G = [a  - h, b + h]. Здесь h – амплитуда модуляции.
Суперпозиция функций f(y(t)) удовлетворяет условию: f( - \pi ) = f(\pi ) для любых
x \in [a, b]. Из вышеотмеченного следует, что ряд Фурье функции f(x+h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) сходится
равномерно для любых x \in [a, b] и t \in [ - \pi , \pi ] [7–9], т.е.

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) =
A0(x)

2
+

\infty \sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt).

В данной формуле положим t =
\pi 

2
, получим:

f(x) =
A0(x)

2
+

\infty \sum 
n=1

( - 1)nA2n(x). (1)

Действительно. Рассмотрим следующую сумму, составленную из коэффициентов
Фурье

An(x) =
1

\pi 

\int \pi 

 - \pi 
f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt =

2

\pi 

\int \pi 

0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(nt)dt,

fN(x) =
A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) =
1

\pi 

\int \pi 

 - \pi 
f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)

\Biggl[ 
1

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)n\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(2nt)

\Biggr] 
dt.
(2)

Подынтегральную сумму (2), состоящую из косинусов, просуммируем:

fN(x) =
1

\pi 

\pi \int 
0

f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t)
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl[ 
(2N + 1)

\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) \Bigr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) dt. (3)

Введем новую переменную z = t+
\pi 

2
и, в силу периодичности подынтегрального

выражения, сместим пределы интегрирования (3):

fN(x) =
1

\pi 

\pi /2\int 
 - \pi /2

f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z)
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz. (4)

Рассмотрим оценку модуля разности | fN(x) - f(x)| = RN . Учитывая (4) получим:

fN(x) - f(x) =
1

\pi 

\pi /2\int 
 - \pi /2

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz. (5)

Область интегрирования интеграла (5)
\Bigl[ 
 - \pi 
2
,
\pi 

2

\Bigr] 
разобьем на три области:

\Bigl[ 
 - \pi 
2
, - \delta 

\Bigr] 
,

[ - \delta , \delta ] и
\Bigl[ 
\delta ,
\pi 

2

\Bigr] 
, выделяя особую точку z = 0 [7, 8]. Для оценки остатка RN выберем

произвольное число \varepsilon > 0 и по нему \delta > 0 так, чтобы выполнялось неравенство:
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M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha <

\varepsilon 

3
. Оценим по модулю второй интеграл по области [ - \delta ,\delta ] в указанной сум-

ме:\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\delta \int 

 - \delta 

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 2

\pi 

\delta \int 
0

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dz. (6)

В силу того, что f(x) \in C\alpha следует существование M > 0 и выполнение неравен-
ства:

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| \leq M | h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z| \alpha . (7)

Учитывая (7), имеем:

2

\pi 

\delta \int 
0

| f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)| 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dz < Mh\alpha 
\delta \int 

0

z\alpha  - 1dz =
M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha .

Поскольку \delta выбрано из условия
M

\alpha 
h\alpha \delta \alpha <

\varepsilon 

3
, в итоге получим:\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 

\delta \int 
 - \delta 

[f(x+ h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}((2N + 1)z)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} z
dz

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon 

3
. (8)

Первый и третий интегралы разбитого на три интеграла (5) стремятся к нулю
при N \rightarrow \infty в силу замкнутости тригонометрической системы [7–9]. Для них можно
указать такие номера N1 и N2, что для N > N1, N2 каждый из интегралов по модулю
будет меньше

\varepsilon 

3
. В итоге мы получим, что | fN(x) - f(x)| = RN < \varepsilon .

Перейдя к переменной t имеем неравенство для любых x \in [a, b]:

RN =

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1\pi 
\pi \int 

0

[f(x+ h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t) - f(x)]
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl[ 
(2N + 1)

\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) \Bigr] 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( 
t+

\pi 

2

\Bigr) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon . (9)

Другими словами, мы получили, что любую функцию f , принадлежащую клас-
су Гёльдера-Липшица (f(y) \in C\alpha (G)), можно аппроксимировать с любой наперёд
заданной точностью следующей конечной суммой зависимостей от x коэффициентов
её ряда Фурье: \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| A0(x)

2
+

N\sum 
n=1

( - 1)nA2n(x) - f(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < \varepsilon .

Напомним, что x \in [a, b],y \in [a - h, b+ h] = G.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Замечание 1. Теорему 1 можно обобщить и на кусочно-гёльдеровы функции [7–
9], применяя вышеописанный метод доказательства для каждого куска гладкости
функции и рассматривая пределы справа и слева в точках разрыва функции.
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Abstract: The paper provides a proof of the theorem according to which any function
belonging to the Helder class C\alpha (G) can be approximated with any predetermined
accuracy by a finite sum of its Fourier coefficients for a harmonically modulated
argument.
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Сравнительный анализ некоторых итерационных

процессов для реализации полностью

консервативных разностных схем для уравнений

газовой динамики в переменных Эйлера

Ладонкина М.Е.1,2, Повещенко Ю.А.1,2, Чжан Х.1,2

ИПМ им. М.В. Келдыша РАН1, МФТИ2

Аннотация: В итерационных алгоритмах для полностью консервативных раз-
ностных схем (ПКРС) для уравнений газовой динамики в переменных Эйлера
разработанны новые методы выбора адаптивной искусственной вязкости (АИВ),
применяемые как в явных итерационных процессах, так и в методе раздельных
прогонок. Проведен их сравнительный анализ на примере расчётов задачи Сода.

Ключевые слова: полностью консервативные разностные схемы, метод опорных
операторов, газовая динамика, задача Сода.

1. Полностью консервативная разностная схема

В предыдущей работе [1] численно исследовались газодинамические течения иде-
ального газа в эйлеровых переменных, моделируемые полностью консервативными
разностными схемами (ПКРС) [2-6]. На рис. 1 представлена соответствующая раз-
ностная сетка, где \omega – узлы разностной сетки, а \Omega – ячейки. Термодинамические
величины \rho , \varepsilon , P и также внутренняя энергия E = \rho \varepsilon относятся к узлам \omega . Будем
также относить скорость \vec{}u, объём v и приузловую массу m = \rho v к узлам \omega , а объём
V – к ячейкам.

Рис. 1. Разностная сетка.

Очевидно, что

v\omega = \hslash k =
hk+1/2 + hk - 1/2

2
=
hi + hi - 1

2
, V\Omega = hi, \rho \omega =

m\omega 

v\omega 
= \rho k.

Выпишем полностью консервативную разностную схему (ПКРС) в переменных
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Эйлера [6]:

mt =  - \nu DIND\vec{}\mu 
\sim 
D (1)

(mu)t =  - \nu GRAD\sigma \pi 
\sim  - \nu DITD(\vec{}\mu 

\sim 
D \cdot \vec{}u\sim D) (2)

(m\varepsilon )t =  - 1

2

\sum 
\Omega (\omega )

(\pi \sim V DIV\sigma \vec{}u
\sim )\Omega  - \nu DIND(\vec{}\mu 

\sim 
ED + \vec{}\chi \sim 

D) (3)

(m
\vec{}u2

2
)t =  - \nu (u\sim , GRAD\sigma \pi 

\sim ) - \nu DIND(\vec{}\mu 
\sim 
D

\vec{}u2\sim D
2

) (4)

Здесь величины обозначим следующим образом:

\vec{}\mu = \rho \vec{}u, \vec{}\mu E = \varepsilon \vec{}\mu = E\vec{}u, E = \rho \varepsilon , \rho \sim = \rho (\psi \rho ), \psi \rho = const;

M\sim 
D =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(\rho \omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

D =M\sim 
D  - \nu \sim GRAND\rho 

\sim ;

\pi \sim 
\Omega = P

(0.5)
\Omega  - v\sim uDIV\sigma (\rho 

\sim u(\psi u)), P\Omega =
1

2

\sum 
\omega (\Omega )

P\omega , \psi u = const;

\vec{}\chi \sim 
D = \{ \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D| \vec{}\chi \sim 
ED\} , \vec{}\chi \sim 

\varepsilon D =  - k\varepsilon GRAND\^\varepsilon , \vec{}\chi 
\sim 
ED =  - kEGRAND

\^E;

M\sim 
ED =

1

2

\sum 
\omega (\Omega )

(E\omega u\omega )
(0.5), \mu \sim 

ED =M\sim 
ED  - \nu \sim EGRAND(\rho 

\sim \varepsilon (\psi \varepsilon )), \psi \varepsilon = const.

Используемые обозначения аналогичны работе [6].

2. Метод вычисления ПКРС

В предыдущей работе [6] для реализации нелинейной неявной ПКРС применял-
ся метод явных итераций. На каждой явной итерации использовался внутренний
итерационный процесс для выбора адаптивной искусственной вязкости (АИВ). При
решении тестовой задачи Сода [7] были получены удовлетворительные результаты,
однако, процессорное время, потраченное на итерационные процессы оказалось зна-
чительным. В данной работе для оптимизации вычислительного процесса реализации
ПКРС и выбора АИВ предложен метод совместных итераций, одновременно уточня-
ющих итерационное разностное решение и корректирующих АИВ. Также наряду с
явным итерационным процессом (реализующим неявную ПКРС) применялся и метод
раздельных прогонок для разностных балансов (1)-(3).

Для задачи Сода проведены численные эксперименты, представленные на рис. 2
и рис. 3. Из графиков следует, что применение новых итерационных методик суще-
ственно улучшает разностные решения и сокращает процессорное время, затрачива-
емое на расчёты.

На рис. 2 представлены профили плотностей в задаче Сода для аналитического
решения. Первый профиль получен новым разрабатываемым методом прогонки (сов-
местными итерациями с одновременной коррекцией АИВ) – линия Метод 1. Второй
профиль (линия Метод 2) – ранее предложенным методом явных итераций (с внут-
ренним итерационным процессом АИВ без её оптимизации во внутренних структурах
волны разрежения, ударной волны и контактного разрыва).

Аналогичная кривая (Метод 1), полученная новым разрабатываем методом, пред-
ставлена на рис. 3, сравнение приведено с методом явных итераций, выполненным с
оптимизацией выбора АИВ в структурах волны разрежения, ударной волны и кон-
тактного разрыва – линия Метод 3.
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Рис. 2. Профили плотностей в задаче Сода: Метод 1 – разрабатываемый метод, Метод 2 – ранее
используемый

Рис. 3. Профили плотностей в задаче Сода: Метод 1 – разрабатываемый метод, Метод 3 – ранее
используемый
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Разработка программного комплекса для решения

задач оптимального управления*

Лутошкин И.В., Чекмарев А.Г.

Ульяновский государственный университет

Аннотация: В статье проведен анализ существующих подходов к разработке про-
граммных решения, предназначенных для решения задач оптимального управ-
ления (ОУ). Описывается метод параметризации – численный метод решения
задач ОУ, позволяющий на основе единого подхода решать задачи ОУ достаточ-
но общего вида, в том числе с запаздыванием как по фазовым переменным, так
и по управлению. Предлагается концепция разработки программного комплекса,
реализующего метод параметризации.

Ключевые слова: оптимальное управление, численные методы, метод параметри-
зации, программный комплекс.

1. Введение

Задачи моделирования управляемых нелинейных динамических систем возни-
кают в разных областях науки, техники и технологии – машиностроении, робото-
технике, авиации, химической промышленности, медицине, экономике и др. Наи-
более известными и широко применяемыми пакетами программ общего назначе-
ния являются Mathlab, Maple, GNU Octave, Mathematica, Scilab, SCADE Suite,
OpenModelica, Julia и другие. Часть пакетов базируется на специализированных
высокоуровневых мультипарадигменных интерпретируемых «полных» языках про-
граммирования, ориентированных на математические вычисления. Другие пакеты
(OpenModelica) реализуют декларативные компилируемые объектно-ориентированные
языки, поддерживающие прежде всего компонентно-ориентированную парадигму
проектирования. Альтернативный подход заключается в расширении существующих
языков общего назначения специализированными библиотеками, примером может
служить Python c библиотеками SciPy, NumPy и др.

Для моделирования динамических систем, формулируемых в терминах теории
оптимального управления (ОУ) [1,2], создан ряд методов и специализированных ин-
струментов численного решения задач ОУ, реализованных как приложения, библио-
теки или дополнения к существующим пакетам общего назначения: CasADi, PSOPT,
PROPT, GPOPS, ICLOCS2, ACADO, acados, GPOPS-II, CGPOPS, GEKKO, MEOPT, OPTCON
и др. Большая часть существующих инструментов решения задач ОУ либо являются
библиотеками (например, CGPOPS), либо реализуют eDSL (например, GEKKO, PROPT)
и базируются на полных языках общего назначения (Python, Matlab, Modelica),
наследуя синтаксические решения и парадигмы, что требует от пользователя соот-
ветствующих знаний и значительно повышает уровень входа. Кроме этого, постоянно
увеличивающая количественная сложность состава пакетов программ общего назна-
чения приводит к усложнению процесса обучения. Таким образом, создание простых,

*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда N 24-28-00542,
https://rscf.ru/project/24-28-00542/.

105



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

удобных и эффективных предметно-ориентированных инструментов является акту-
альной задачей. Далее рассматривается метод параметризации [3, 4], позволяющий
на основе единого концептуального подхода решать задачи ОУ достаточно общего
вида.

2. Метод параметризации

Рассмотрим задачу оптимального управления в виде:

J = g(x(T )) (1)

при ограничениях\left\{         
\.x(t) = \psi 

\left(  t, x(t), u(t), t\int 
t0

f(t, s, x(s), u(s))ds

\right)  ,

x(t0) = x0;

(2)

u(t) \in U, t0 \leqslant t \leqslant T. (3)

x \in \BbbR n, u \in \BbbR r, r \in \BbbR , U замкнуто в \BbbR r. Функции \psi : \BbbR 1+n+r+m \rightarrow \BbbR n, f : \BbbR 2+n+r \rightarrow 
\BbbR m, g : \BbbR n \rightarrow \BbbR непрерывны и непрерывно-дифференцируемы.

Введем разбиение отрезка [t0;T ] :

t0 \leq t1 \leq . . . \leq tN \equiv T ; (4)

и на каждом отрезке разбиения определим структуру управления:

u\mu (t) = uk\mu (t; v
k
\mu ), tk - 1 \leq t < tk, k = 1, N, \mu = 1, r. (5)

Тогда управление зависит от параметров vk\mu \in Rd. Введем

wk = (tk, v
k) \equiv (wk0,0, w

k
1,1, . . . , w

k
r,d).

В этом случае решение задачи (2) зависит от введенных параметров:

x(t) = z(t; v1, t1, . . . , v
k - 1, tk - 1, v

k), tk - 1 \leq t < tk. (6)

Определим функцию

\varphi (w1, . . . , wN) = g(z(T ;w1, . . . , wN - 1, vN)). (7)

Таким образом, получаем задачу нелинейного программирования (НП):

\varphi (w1, . . . , wN) \rightarrow \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} при ограничениях

W = \{ wk : wk - 1
0 \leq wk0 , u

k(t; vk) \in U, wk - 1
0,0 \leq t \leq wk0,0, k = 1, N ;

w0
0,0 = t0, w

N
0,0 \equiv T \leq T \ast \} . (8)

Обозначим q(t) =

t\int 
t0

f(t, s, x(s), u(s))ds, h(t, s, x, u) =
\partial f(t, s, x, u)

\partial t
.
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Для применения методов первого порядка к задаче (8) необходимо вычисление
первых производных функции \varphi (w1, . . . , wN). Поскольку данная функция задана опо-
средованно, то вычисление производных нетривиально.

Для решения этой проблемы введем

H(t, x, q, u, px, pq) = \langle px(t), \psi (t, x, u, q)\rangle + \langle pq(t), f(t, t, x, u)\rangle +
T\int 
t

\langle pq(s), h(s, t, x, u)\rangle ds.
(9)

\.px(t) =  - 
\biggl[ 
\partial \psi (t, x(t), u(t), q(t))

\partial x

\biggr] T
px(t) - 

 - 
\biggl[ 
\partial f(t, t, x(t), u(t))

\partial x

\biggr] T
pq(t) - 

T\int 
t

\biggl[ 
\partial h(s, t, x(t), u(t))

\partial x

\biggr] T
pq(s)ds; (10)

\.pq(t) =  - 
\biggl[ 
\partial \psi (t, x(t), u(t), q(t))

\partial q

\biggr] T
px(t). (11)

px(T ) =
\partial g(x(T ))

\partial x
, pq(T ) = 0. (12)

Теорема 1. Пусть функции f, g, \psi , входящие в постановку задачи (1)-(2), непре-
рывно дифференцируемы по всем переменным. Тогда для вычисления первых произ-
водных целевого функционала задачи (8) верны формулы:

\partial \varphi (w1, . . . , wN)

\partial tk
= H(tk, x(tk), q(tk), u(tk  - 0), px(tk), pq(tk)) - 

 - H(tk, x(tk), q(tk), u(tk + 0), px(tk), pq(tk)); (13)

\partial \varphi (w1, . . . , wN)

\partial T
= H(T, x(T ), q(T ), u(T ), px(T ), pq(T )); (14)

\partial \varphi (w1, . . . , wN)

\partial vk\mu ,\alpha 
=

\int tk

tk - 1

\partial H(\tau , x(\tau ), q(\tau ), u(\tau ), px(\tau ), pq(\tau ))

\partial u\mu 

\partial uk\mu (\tau , v
k)

\partial vk\mu ,\alpha 
d\tau . (15)

Таким образом, Теорема 1 дает алгоритм вычисления производных в задаче НП
(8). Аналогичные теоремы удалось получить в задачах ОУ с точечным запаздыва-
нием, в задачах ОУ с ОДУ без запаздывания. Реализация алгоритмов, реализующих
метод параметризации для задач ОУ как с запаздыванием, так и без запаздывания,
проводится в рамках программного комплекса.

3. Концепция программного комплекса

При работе с программным комплексом вводятся роль разработчика (исследо-
вателя) модели и роль пользователя модели. Различие ролей определяется набором
используемых функций. Разработчик модели описывает: задачу ОУ с ОДУ, с то-
чечным и/или распределенным запаздыванием как в фазовых, так и в управляю-
щих переменных; параметры модели; функционал задачи в терминальной форме;
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частные производные функций, входящих в исходную постановку задачи ОУ. В хо-
де решения задачи ОУ пользователь может: менять параметризацию управляющих
функций, тем самым изменяя вид обобщенного сплайна и соответствующую задачу
НП; выбирать сценарий решения задачи НП; обрабатывать отчеты, полученные при
решении задачи.

В методе параметризации независимо можно применять различные методы ре-
шения задачи НП и задачи Коши, так как дискретная схема решения задачи Коши
разделена с переменными задачи НП. Это позволяет в структуре ПО использовать не
связанные библиотеки: для решения задач НП и для решения задач Коши. Посколь-
ку вычисление производных целевой функции в получаемой задаче НП представляет
собой отдельный алгоритм, в рамках программного комплекса реализуется несколько
подходов к реализации этого алгоритма: на основе решения задач Коши для прямой
и сопряженной систем и последующего численного интегрирования; аппроксимация
на основе конечных разностей; комбинация разностного дифференцирования и ре-
шения задач Коши для прямой и сопряженной систем.

Таким образом, реализуется единый подход к решению задач ОУ достаточно
общего вида.
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Моделирование периодического режима работы
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разгазирования нефти*
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Аннотация: Предлагается модель работы установки электроцентробежного на-
соса в периодическом режиме с учетом времени восстановления давления в сква-
жине и влияния процесса разгазирования нефти. На основе разработанной моде-
ли проведено компьютерное моделирование динамики изменения давления на
приеме электроцентробежного насоса и определены параметры, позволяющие
прогнозировать переход в аварийный режим работы в результате процесса раз-
газирования нефти. Результаты проведенного численного моделирования также
позволяет оценить влияние процесса дегазации нефти на изменение давления на
приеме и насоса и в затрубном пространстве.

Ключевые слова: компьютерное моделирование, электроцентробежный насос, пе-
риодический режим, оптимизация режима, прогнозирование.

1. Актуальность исследования

Одной из ключевых проблем нефтедобывающей отрасли страны является высо-
кая доля низкодебитных месторождений. Можно считать, что рост фонда низкоде-
битных скважин происходит, в том числе и в результате снижения эффективности
применения технологий повышения нефтеотдачи пластов. Отбор жидкости из сква-
жин на таких месторождениях возможен в периодическом режиме эксплуатации,
при котором необходимо учитывать время для восстановления давления в пласте.
С учетом того, что доля установок электроцентробежных насосов (УЭЦН), приме-
няемых для эксплуатации скважин, ежегодно возрастает, достигая во многих неф-
тяных компаниях более 90 \% [1], такой режим предполагает оптимизацию циклов
работы и остановки. Интервалы времени зависят от динамики физико-химических
процессов, происходящих как в пласте, так и в межтрубном пространстве вокруг
УЭЦН [2]. При этом необходимо учитывать многообразие осложняющих факторов,
возникающих при их эксплуатации. К их числу относится и высокое содержание
свободного газа в скважинной продукции. Фактор разгазирования нефти влияет на
работу системы электроцентробежного оборудования в скважине и приводит к уве-
личению удельного расхода электроэнергии, снижению ресурса всей установки, и как
следствие, к снижению такого технологического показателя, как наработки УЭЦН
на отказ. В связи с этим актуальной задачей является разработка верифицирован-
ной модели работы УЭЦН с учетом динамики указанных процессов и осложняющих
факторов, позволяющей также прогнозировать отказ оборудования и необходимую
корректировку оптимальных параметров режима работы УЭЦН в зависимости от

*Работа выполнена в рамках проекта «Моделирование гидродинамических процессов с наночастицами
для решения задачи повышения нефтеотдачи пласта», финансируемым департаментом образования и науки
ХМАО-Югра.
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динамики изменений условий в пласте. В настоящей работе предлагается математи-
ческая модель работы УЭЦН с учетом процесса разгазирования нефти в межтрубном
пространстве.

2. Математическая модель

В работе [3] предложена гидродинамическая модель работы УЭЦН, учитываю-
щая строение скважины и гидродинамические процессы, происходящие в скважине.
Однако процесс разгазирования нефти не входит в модель. В настоящей работе пред-
лагается модель, описывающая процессы, происходящие в скважине, с учетом раз-
газирования нефти. Так же, как и в работе [3] при построении модели периодиче-
ского режима работы УЭЦН учитывается строение скважины, а именно, наличие
межтрубного пространства, занятого слоем нефти высотой h1 над точкой измерения
давления и слоем газа с давлением p1. Причем этот слой газа имеет высоту порядка
нескольких километров и доходит до поверхности скважины. В затрубное простран-
ство нефть поступает через зону перфорации трубы. Высота слоя нефти от зоны
перфорации трубы до точки, в которой происходит измерения давления (на приеме
насоса) равна h2. Давление нефти в пласте в зоне перфорации трубы равно p2. В
равновесии должно выполняться условие

p2 = p1 + \rho fg(h1 + h2) (1)

здесь \rho f – средняя плотность нефти, g – ускорение силы тяжести. С учетом раз-
газирования плотность нефти представляется в виде \rho f = \rho f0(1  - \varphi ) + \rho g\varphi . Здесь
\rho f0 – истинная плотность нефти, \rho g – плотность газа, \varphi – объемное содержание га-
за в нефти. В режиме «насос включен» происходит отбор нефти из межтрубного
пространства с расходом q(1 - \varphi ). Этот отбор приводит к понижению уровня нефти
h1 и возникновению потока нефти из пласта в межтрубное пространство через зо-
ну перфорации. Объем нефти q1, притекающей в затрубное пространство из пласта,
находится из закона Дарси в интегральной форме:

q1 =
(pc  - p2)kS

\eta l
. (2)

Здесь k – проницаемость пласта, S – площадь перфорации, l – характерный раз-
мер, на котором происходит перепад давления, \eta – вязкость нефти, pc – давление
в пласте в зоне перфорации. При отборе объема q1 нефти из пласта в зоне пер-
форации должно происходит его замещение за счет притока из более дальних зон
пласта. При этом давление pc в зоне перфорации падает и характерное расстояние
l меняется. При выключении УЭЦН происходит восстановление параметров в пла-
сте. Дифференциальное уравнение для функции h1(t) составляется из условия, что
разность объемного расхода q(1  - \varphi ) и притока q1 нефти равно скорости изменения
ее объема в межтрубном пространстве. С учетом площади поверхности нефть-газ в
межтрубном пространстве S1 это уравнение имеет вид:

q(1 - \varphi ) - q1 =  - dh1(t)
dt

S1. (3)

Для учета процесса разгазирования нефти необходимо уравнение для изменения
объемной фазы газа в нефти. Его можно записать в виде релаксационного уравнения,
подразумевая, что имеется равновесное значение объемного содержания газа в нефти
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\varphi 0. Будем предполагать, что разгазирование нефти началось в момент включения
насоса, что соответствует самому сложному для оптимизации случаю эксплуатации
УЭЦН. В начальный момент времени объемное содержание газа в нефти равно нулю.
С учетом времени релаксации \tau процесса выхода на равновесное состояние получаем
уравнение

d\varphi 

dt
=  - \varphi  - \varphi 0

\tau 
. (4)

Изменение давления газа над нефтью в межтрубном пространстве за счет разга-
зирования нефти не учитывается из-за его большого объема. Кроме того, чрезмерное
повышение давления газа в этой области приводит к уменьшению поступления нефти
из пласта, что предполагает его поддержание на необходимом уровне. Предполага-
ется так же, что время работы УЭЦН мало по сравнению с характерным временем
изменения давления в пласте, что позволяет считать давление p2 постоянным.

3. Результаты моделирования

Полученная система уравнений позволяет получить зависимость изменения уров-
ня нефти в межтрубном пространстве с течением времени и оценить влияние раз-
газирования нефти на этот процесс. Решение уравнения (3) с учетом уравнения (4)
и выражений (1)-(2) находилось численно при различных значениях параметров.
Результаты в безразмерном виде представлены на рис. 1. Характерным временем
работы УЭЦН является час. Приведенные вычисления проводились при следующих
значениях параметров: q = 2 м3/ч, k = 4 \cdot 10 - 16 м2, S = 19 м2, l = 1 м, \eta = 0.54 \cdot 10 - 3

Па\cdot с, p10 = 20 \cdot 106 Па, pc = 27 \cdot 106 Па, \rho f0 = 700 кг/м3, h1 = 500 м, h2 = 500 м,
\varphi 0 = 0.5.
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Рис. 1. Изменения уровня нефти в режиме УЭЦН «включено»: a) без процесса разгазирования
нефти, b) с учетом процесса разгазирования нефти.

Первый график соответствует оптимальному режиму работы УЭЦН в режиме
«включено», описанному в работе [3]. Второй график – изменение этого режима при
наличии процесса разгазирования нефти. Как видно из второго графика происходит
быстрый выход уровня жидкости, а с ним и давления на приеме насоса на постоян-
ное значение. Время работы в этом случае ограничено периодом, соответствующем
времени образования газовой фазы с объемным содержанием \varphi = 0.25, что соответ-
ствует переходу работы УЭЦН в аварийный режим.
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Abstract: A model for the operation of an electric centrifugal pump installation in
periodic mode is proposed, taking into account the time of pressure recovery in the well
and the influence of the oil degassing process. Based on the developed model, computer
simulation of the dynamics of pressure changes at the inlet of an electric centrifugal
pump was carried out and parameters were determined that make it possible to predict
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annulus.

Keywords: computer modeling, electric centrifugal pump, periodic mode, mode opti-
mization, forecasting.

References

1. Borisov V.E., Yakush S.E. Application of Adaptive Hierarchical Grids to Simulation
of Reacting Gas Flows, Physical-Chemical Kinetics in Gas Dynamics, 2015, vol. 16
(2) (in Russian).
URL: http://chemphys.edu.ru/issues/2015-16-2/articles/544/

2. Zhalnin R.V., Peskova E.E., Stadnichenko O.A., Tishkin V.F. Matematicheskoye
modelirovaniye dinamiki mnogokomponentnogo gaza s ispol’zovaniyem WENO
skhem na primere piroliza etana // Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo
obshchestva. 2016. 18. 3. P. 98-106.

3. Makeev A. A., Martynov S. I. A Model of Operation of Electric-Centrifugal-Pump
Installations in the Periodic Mode// Technical Physics Letters, 2023. Vol. 49. P.
64–66.

114



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024
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Экспериментальное исследование маятника с

вибрирующей точкой подвеса

Малышев М.В., Кульминский Д.Д.

Научно-технологический Университет «Сириус»

Аннотация: В данной работе впервые экспериментально исследована зависи-
мость периода собственных колебаний маятника от вибрации точки подвеса, про-
ходящей по эллиптической траектории. В результате эксперимента показано, что
при вибрации 7.6 оборотов по малому эллипсу в секунду, более интенсивной в го-
ризонтальном направлении, период колебаний угла маятника увеличивается на
0.033 сек. по сравнению с собственным периодом маятника, а при вибрации, более
интенсивной в вертикальном направлении – уменьшается на 0.033 сек.

Ключевые слова: маятник, вибрации, устойчивость.

1. Введение

Маятникам на вибрирующем основании посвящено много работ, среди которых
можно отметить работу П.Л. Капицы [1], положившую начало вибромеханике. Ка-
пица отмечал, что маятниковые часы на вибрирующем основании всегда спешат [2].
Задачу о точности хода маятниковых часов также решал А.П. Маркеев и в своей
работе доказал, что при вибрациях точки подвеса часы могут как спешить, так и
отставать [3]. Динамика маятника в работе описывалась уравнением (1).

Jx \"\phi =  - mgl \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\phi  - ml( \"Z0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\phi + \"Y0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\phi ), (1)

где m – масса маятника, l – длина от точки подвеса до центра масс маятника, lr –
приведенная длина маятника, \phi – угол отклонения от вертикальной оси, Z0 – откло-
нение точки подвеса от начала координат по оси Z, Y0 – отклонение точки подвеса
от начала координат по оси Y , Jx – момент инерции маятника.

Отстают или спешат маятниковые часы (увеличивается или уменьшается период
колебаний маятника) показывает параметр:

\alpha =
< \.Z0

2
>  - < \.Y0

2
>

2glr
(2)

Если \alpha > 0 – часы спешат, если \alpha < 0 – часы отстают.
Также важные условия колебаний:

< \.Z0
\.Y0 >= 0,

OO\ast << l.

Скобками ’< ... >’ обозначена операция усреднения значения периодической
функции.

Целью данной работы было экспериментальное исследование собственной часто-
ты маятниковых часов в зависимости от вибрации точки подвеса.
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Перед экспериментом было проведено компьютерное моделирование, при кото-
ром подобраны параметры маятника. Характер движения точки подвеса был выбран
исходя из условий: движение по замкнутой траектории в форме эллипса в плоско-
сти колебаний маятника. Изменение размеров полуосей эллипса, которые намного
меньше длины маятника, и дает изменение параметра \alpha :

1) \alpha > 0 – вертикальные колебания интенсивнее;
2) \alpha < 0 – горизонтальные колебания интенсивнее.
Длина маятника была выбрана 1 метр, масса – 1 кг, размеры полуосей эллипса

– 2 и 10 мм.

2. Эксперимент

Рис. 1. Экспериментальная установка для измерения
положения точки подвеса маятника с помощью с помощью

лазерного трекера

В ходе эксперимента вибра-
ции в точке подвеса соверша-
лись роботом ABB IRB 1600,
отслеживались вибрации по ви-
деокамере и при помощи лазер-
ного трекера. Колебания самого
маятника отслеживались по ви-
деокамере.

В эксперименте с лазерным
трекером отражатель был уста-
новлен в крепление, располо-
женное на оси вращения маят-
ника, а в память компьютера за-
писывалось его положение в си-
стеме координат трекера с ча-
стотой 100 Гц. Установка экс-
перимента с лазерным трекером
представлена на рис. 1.

Рис. 2. Кадр изображения видеокамеры для
отслеживания положения точки подвеса

В эксперименте с видеокамерой от-
слеживалось перемещение крепления
для отражателя на каждом кадре ви-
део частотой 240 Гц. Алгоритм отсле-
живания использует открытую библио-
теку работы с изображениями и видео
OpenCV. Предварительно камера была
откалибрована на шахматной доске и
были измерены смещения относительно
маятника. Изображение с камеры, отсле-
живающей перемещение точки подвеса
представлено на рис. 2.

Частота вибраций определялась мак-
симальной скоростью линейного преме-
щения схвата робота и составила 7.6 обо-
ротов по эллипсу в секунду. Для лазер-
ного трекера и для камеры было прове-

дено по 2 эксперимента: с горизонтальным эллипсом и с вертикальным.
На рис. 3 представлен экспериментальный временной ряд колебаний маятника,
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Рис. 3. Экспериментальный временной ряд колебаний угла маятника

полученный при помощи отслеживания угла маятника по видеокамере и демонстри-
рующий разницу в величине периода колебаний. Зеленому цвету на графике соот-
ветствуют колебания без вибраций, синему – при вибрации, более интенсивной в
вертикальном направлении, желтому – при вибрации, более интенсивной в горизон-
тальном направлении.

В обоих экспериментах наблюдалось изменение периода колебаний маятника при
изменении ориентации эллипса, по котрому перемещалась точка подвеса, создавая
вибрации. Собственный период маятника равен 1.933 сек. Значения периода колеба-
ний маятника и параметра \alpha из формулы (2) при вибрациях представлены в табли-
це 1.

Таблица 1. Результаты измерений

Форма эллипса \alpha период, сек

вертикальный 0.0056 1.900

горизонтальный -0.0056 1.966

Условия эксперимента и наблюдаемый результат полностью соответствуют вы-
водам, описанным в статье А.П. Маркеева [3]. В результате эксперимента показано,
что при вибрации 7.6 оборотов по малому эллипсу в секунду, более интенсивной
в горизонтальном направлении, период колебаний угла маятника увеличивается на
0.033 сек. по сравнению с собственным периодом маятника, а при вибрации, более
интенсивной в вертикальном направлении – уменьшается на 0.033 сек.
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Experimental Study of a Pendulum with a Vibrating

Pivot Point

M.V. Malyshev, D.D. Kulminskiy

Sirius University of Science and Technology

Abstract: In this work, for the first time, an experimental study of the dependence of
the pendulum’s natural oscillation period on the vibration of the suspension point,
moving along an elliptical trajectory, was conducted. The experiment showed that
with a vibration of 7.6 revolutions per second along the small ellipse, which is more
intense in the horizontal direction, the oscillation period of the pendulum angle
increases by 0.033 seconds compared to the pendulum’s natural period. In contrast,
with vibration more intense in the vertical direction, the period decreases by 0.033
seconds.

Keywords: pendulum, vibrations, stability.
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Анализ устойчивости модели Хиндмарша-Роуза по

части переменных

Мамедова Т.Ф., Кутыркина М.А.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: В статье описывается применение метода сравнения Е.В. Воскре-
сенского к анализу устойчивости математической модели Хиндмарша-Роуза по
части переменных. Сделан вывод, что модель устойчива по всем переменным и
применима для дальнейших прогнозов.

Ключевые слова: модель Хиндмарша-Роуза, метод сравнения, эталонные функ-
ции.

Модель Хиндмарша-Роуза задается следующей системой дифференциальных урав-
нений [1]: \left\{               

dx1

dt
= x2 + ( - ax31 + bx21) - x3 + I,

dx2

dt
= c - dx21  - x2,

dx3

dt
= r(s(x1  - xR) - x3),

(1)

где x1 – потенциал мембраны; x2 – переменная восстановления; x3 – переменная
адаптации; I – величина стимулирующего тока (эта переменная отвечает экспери-
ментальному подключению тока к мембране); xR – пороговое значение мембранного
потенциала; параметры a, b, c, d, r, s определяют форму модели и могут быть на-
строены для воспроизведения различных динамических режимов нейрона.

Проведем анализ устойчивости этой системы по части переменных, используя
метод сравнения, разработанный Е.В. Воскресенским [2]. Описание алгоритма при-
ведено ниже.

Рассмотрим две системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dy

dt
= A(t)y (2)

dx

dt
= A(t)x+ f(t, x) (3)

где A : [T,+\infty ) \rightarrow Hom(Rn, Rn) – непрерывное отображение.
Пусть

N = \{ 1, 2, . . . , n\} , N0 \subseteq M \subseteq M0 \subseteq M0 \subseteq N,

| fj(t, x1, x2, ..., xn)| \leq \lambda j(t, | xj1| , ..., | xjq | ), \forall j \in N,

f(t, x) = f(t, x1, x2, ..., xn) = colon(f1(t, x1, x2, ..., xn), ..., fn(t, x1, x2, ..., xn)),

где \lambda j(t, r1, ..., ri, ..., rq) \leq \lambda j(t, r1, ..., ri, ..., rq), ri \leq ri, i = 1, q, \forall t \in [T,+\infty ).
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Будем считать, что фундаментальная матрица Y (t) = (yij(t)), i, j \in 1, n уравне-
ния (1) нормирована в точке t0 \in [T,+\infty ) и Y  - 1(t) = (yji(t)).

Непрерывные функции

\mu i : [T,+\infty ) \rightarrow R1
+, mi : [T,+\infty ) \rightarrow R1

+1 ,

удовлетворяющие неравенствам:

\mu i \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in N0

(| yij(t)| ,mi(t)) \geq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in M0

(| yij(t)| , \mu i(t))\} ,

где T \leq t < +\infty , i \in M0 будем называть эталонными функциями сравнения.
Считаем, что i1 = 1, i2 = 2, ..., iq = q.
Пусть при любом c \geq 0 функции

Pi =
\sum 
k\in M0

| yik(t)| +
t\int 

t0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \sum 
j\in N,k\in B

yik(t)y
jk(s)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda j(s, Cm(s))) ds+

+

+\infty \int 
t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \sum 
j\in N,k\in M

yik(t)y
jk(s)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \lambda j(s, Cm(s))) ds,

где i = q + 1, n существует при всех t \geq t0 \geq T , B = N\setminus M.
Рассмотрим множество

\Omega = \{ \phi : \phi \in C(p)([T,+\infty ) , Rn), | \phi i(t)| \leq c1mi(t), i = 1, q, | \phi i(t)| \leq c2pi(t), i = 1, q + 1,

c1, c2 \in \rightarrow R1
+1 , p \geq 0\} ,

где c1, c2 – фиксированные положительные числа.
Пусть

Ii(t, \phi ) =

t\int 
t0

\sum 
j\in N, k\in B

yik(t)y
jk(s)fj(s, \phi (s)) ds - 

+\infty \int 
t

\sum 
j\in N, k\in M

yik(t)y
jk(s)fj(s, \phi (s)) ds (4)

существует при любых i \in N , c\rightarrow R1
+1 Несобственные интегралы в этом выражении

сходятся равномерно по t при t \in [T,+\infty ).

Теорема 1. Пусть для уравнений (2)-(3) выполняется условие (4). Тогда при доста-
точно большом t0 для решения y(t : t0, y0), y0 \in R0, R0 = \{ x : x \in Rn\} существует
решение x(t : t0, x0), x0 \in R0, для которого следует выполнение асимптотического
равенства:

xi(t) =
\sum 
j\in M0

yij(t)\gamma j + o(\mu i(t)), t\rightarrow +\infty , \forall i \in M0. (5)

Теорема 2. Пусть при условиях (4) для каждого решения уравнения (3) x(t : t0, x0),
x0 \in R0 справедливо асимптотическое равенство:

x(t : t0, x0), x0 \in R0 = o(mi(t)),

где t \rightarrow +\infty , \forall i \in M0. Следовательно, для каждого решения x(t : t0, x0), x0 \in R0

существует решение y(t : t0, y0), y0 \in R0 такое, что справедливо асимптотическое
равенство (5).
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Теорема 3. Если выполняются условия теоремы 2 и условие (4) имеет место рав-

номерно относительно 0 < c \leq c0,
Ii(t, c)

\mu i(t)
\rightarrow 0, \mu i(t) \leq k, k > 0, \forall i \in M0 при A \rightarrow 0,

то, если уравнение (2) устойчиво по части переменных \forall i \in M0, то тривиальное
решение уравнения (3) также устойчиво по части переменных u, если уравнение
(2) неустойчиво по части переменных i, i \in M0, то тривиальное решение уравнения
(3) также неустойчиво по части переменных.

Применим алгоритм, изложенный в теоремах 1-3, к модели (1).
Для численной реализации системы выберем следующие параметры I = 10; a =

 - 1; b = 3; c = 1, d = 5; r = 0, 001; s = 4; xR =  - 1, 6. Тогда система (1) принимает вид\left\{               

dx1

dt
= x2  - ax31 + 3x21  - x3 + 10,

dx2

dt
= 1 - 5x21  - x2,

dx3

dt
= 0, 001(4(x1  - 1, 6) - x3)

(6)

Точка (x1, x2, x3) = (0, 756; - 1, 858; 9, 424) является положением равновесия си-
стемы (6). Перейдем к исследованию соответствующего первого линейного прибли-
жения: \left\{               

dy1

dt
= 6, 251y1 + y2  - y3,

dy2

dt
=  - 7, 56y1  - y2,

dy3

dt
= 0, 004y1  - 0, 001y3.

(7)

Фундаментальная матрица системы (7) и обратная к ней имеют следующий вид:

Y (t) =

\left(      
 - 0, 621e4,988t  - 0, 165e0,266t 0, 129e - 0,004t

 - 0, 784e4,988t  - 0, 986e0,266t 0, 977e - 0,004t

0 0, 002e0,266t 0, 172e - 0,004t

\right)      ,

Y  - 1(s) =

\left(      
 - 5, 855e - 0,262s 7, 392e - 0,262s 0

 - 1, 556e - 4,984s 9, 297e - 4,964s  - 0, 019e - 4,984s

1, 216e - 5,254s  - 9, 212e - 5,254s  - 1, 622e - 5,254s

\right)      .

Множество N = \{ 1, 2, 3\} , поскольку M0 = N . Тогда справедлива оценка:

| | f1(t, x)| | \leq |  - x31 + 0, 732x21 + 0, 29| \leq | x51| = \lambda 1(t, | x51| ),

| | f2(t, x)| | \leq |  - 5x21  - 0, 002| \leq | x21| = \lambda 2(t, | x21| ),
| | f3(t, x)| | = |  - 0, 0048| = const,
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поэтому M0 = \{ 1, 2, 3\} , M =M0, B = N  - M = 0.
Эталонные функции сравнения будут иметь вид:

\mu 1 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in N0

\{ | y11| , | y12| , | y13| \} = 0, 129e - 0,004t,

\mu 2 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in N0

\{ | y21| , | y22| , | y23| \} = 0, 977e - 0,004t,

\mu 3 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in N0

\{ | y31| , | y32| , | y33| \} = 0, 172e - 0,004t,

m1 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in M0

\{ | y11| , | y12| , | y13| , \mu 1(t)\} = 0, 129e - 0,004t,

m2 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in M0

\{ | y21| , | y22| , | y23| , \mu 2(t)\} = 0, 977e - 0,004t,

m3 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
j\in M0

\{ | y31| , | y32| , | y33| , \mu 3(t)\} = 0, 172e - 0,004t.

Рассмотрим

Ji(t, \phi ) =

t\int 
t0

\sum 
j\in N,k\in B

yik(t)y
jk(s)fj(s, \phi (s)) ds - 

+\infty \int 
t

\sum 
j\in N,k\in M

yik(t)y
jk(s)fj(s, \phi (s)) ds.

Выражение Ji(t, \varphi ) существует \forall i \in N , c \in  - R1
+ и Ji(t, \phi ) = o(\mu i(t)) при t\rightarrow +\infty .

Несобственные интегралы сходятся по t на любом компакте [T,+\infty ).

J1(t, \phi ) =  - 
+\infty \int 
t

(y11y
11f1+y12y

12f1+y13y
13f1+y11y

21f2+y12y
22f2+y13y

13f2+y11y
31f3+

+y13y
33f3+y12y

32f3) ds = (1, 464e0,266t - 0, 922e4,988t+0, 002e - 0,004t)

+\infty \int 
t

e - 4,984sds < +\infty ;

J2(t, \phi ) =  - 
+\infty \int 
t

(y21y
12f1 + y22y

12f1 + y23y
13f1 + y21y

21f2 + y22y
22f2 + y23y

23f2 + y23y
33f3+

+ y21y
31f3 + y22y

32f3)ds =  - 4, 382e4,988t
+\infty \int 
t

e - 0,266sds+ 8, 75e0,266t
+\infty \int 
t

e - 4,984sds < +\infty ;

J3(t, \phi ) =  - 
+\infty \int 
t

(y31y
11f1 + y32y

12f1 + y33y
13f1 + y31y

21f2 + y32y
22f2 + y33y

23f2 + y31y
31f3+

+ y32y
32f3 + y33y

33f3)ds = (0, 003e - 0,004t  - 0, 018e0,266t)

+\infty \int 
t

e - 0,984sds < +\infty ; (8)

Из справедливости неравенств (8) следует выполнение условий теорем 1-3, а сле-
довательно, модель Хиндмарша-Роуза устойчива по всем переменным при наложен-
ных допущениях, что делает ее применимой для дальнейших прогнозов.
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Двусторонние оценки гипергеометрических функций

с соотношениями на параметры

Марусеев И.А., Писарев М.А., Рассадин А.Э.

Национальный исследовательский университет «Высшая Школа Экономики»

Аннотация: В работе с помощью прямого и обратного неравенств Гëльдера в
интегральной форме найдены оценки снизу и сверху для гипергеометрической
функции с линейной связью между еë параметрами. Кроме этого, для выяснения
эффективности полученных оценок были подобраны такие значения параметров
гипергеометрических функций, при которых они выражаются через элементар-
ные функции.

Ключевые слова: символ Похгаммера, теорема Чебышёва, относительная погреш-
ность.

Гипергеометрическая функция встречается в различных разделах математики,
а особенно часто в её разнообразных приложениях. Хорошо известно [1], что эта
функция в круге | z| < 1 задаётся степенным рядом:

F (a, b; c; z) =
\infty \sum 
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, (1)

где a, b и c — это параметры гипергеометрической функции, а величины вида (a)n —
это символы Похгаммера от её параметров: (a)n = a(a + 1). . . (a + n - 1), причём по
умолчанию считается, что (a)0 = 1 [1].

Как оказалось, работать с этой неэлементарной функцией с помощью ряда (1)
далеко не всегда удобно, поэтому при | \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}(1  - z)| < \pi и Re c > Re b > 0 было
установлено её представление в виде интеграла [1]:

F (a, b; c; z) =
\Gamma (c)

\Gamma (b)\Gamma (c - b)

1\int 
0

t b - 1(1 - t) c - b - 1

(1 - tz) a
dt, (2)

где \Gamma (. . . ) — гамма-функция Эйлера [1].
В приложениях часто возникают ситуации, когда на параметры a, b и c гипергео-

метрической функции накладываются некие соотношения. Например, в работе [2]
параметры b и c были связаны условием: c = b+ 1.

Далее будут рассматриваться гипергеометрические функции только с этим усло-
вием на параметры. Кроме того, параметр a будет считаться вещественным, пара-
метр b — положительным, а z \in (0, 1). В этом случае формула (2) не только остаётся
справедливой, но и заметно упрощается:

F (a, b; b+ 1; z) = b

1\int 
0

t b - 1

(1 - tz) a
dt. (3)

Однако, работа с этим подмножеством гипергеометрических функций не стано-
вится легче, потому что подинтегральное выражение в интеграле (3) является бино-
миальным дифференциалом, и, следовательно, по теореме П. Л. Чебышёва функция

125



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

(3) выражается через элементарные функции только когда либо a \in \BbbZ , либо когда
b \in \BbbN , либо когда b  - a \in \BbbZ [3]. Тем не менее, составить некоторое представле-
ние о поведении функции (3) на интервале (0,1) оказывается возможным, так как
справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть два действительных числа p - и p+ выбраны таким образом,

что при b > 1 0 < p - < 1 < p+, а при 0 < b < 1 0 < p - < 1 < p+ <
1

1 - b
, тогда для

гипергеометрической функции F (a, b; b + 1; z) при z \in (0, 1) справедлива следующая
двусторонняя оценка:

F - (a, b; z) \leq F (a, b; b+ 1; z) \leq F+(a, b; z) , (4)

где

F+(a, b; z) =

\left\{           
b

(p+(b - 1) + 1)
1

p+

\biggl( 
1 - (1 - z)1 - aq+

(1 - aq+)z

\biggr) 1

q+ , aq+ \not = 1

b

\biggl( 
1 - a

b - a

\biggr) 1 - a
( - \mathrm{l}\mathrm{n}(1 - z)

z
)a, aq+ = 1

, (5)

F - (a, b; z) =

\left\{           
b

(p - (b - 1) + 1)
1

p - 

\biggl( 
1 - (1 - z)1 - aq - 

(1 - aq - )z

\biggr) 1

q - , aq - \not = 1

b

\biggl( 
1 - a

b - a

\biggr) 1 - a\biggl( 
 - \mathrm{l}\mathrm{n}(1 - z)

z

\biggr) a
, aq - = 1

, (6)

1

q+
= 1 - 1

p+
. (7)

Для того, чтобы выяснить, какова эффективность оценки (4), выберем парамет-
ры a и b гипергеометрической функции (3) так, чтобы они удовлетворяли условиям
теоремы П.Л. Чебышёва [3], а именно, рассмотрим сначала случай, когда b > 1.

Пусть a =
1

2
и b =

3

2
, тогда:

F

\biggl( 
1

2
,
3

2
;
5

2
; z

\biggr) 
=

3

2

1\int 
0

\sqrt{} 
t

1 - tz
dt . (8)

Интеграл (7) вычисляется с помощью подстановки \xi = t
1
2 (1 - tz) - 

1
2 :

F

\biggl( 
1

2
,
3

2
;
5

2
; z

\biggr) 
=

3

2z

\biggl( 
1\surd 
z
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

\sqrt{} 
z

1 - z
 - 
\surd 
1 - z

\biggr) 
. (9)

Далее, пусть p+ = 2, тогда q+ = 2, и, согласно формуле (5), получим:

F+

\biggl( 
1

2
,
3

2
; z

\biggr) 
=

3

2

\sqrt{} 
 - \mathrm{l}\mathrm{n} (1 - z)

2z
. (10)

Аналогично, если выбрать p - =
1

2
, то q - =  - 1, и, по формуле (6) вычислим:

F - 
\biggl( 
1

2
,
3

2
; z

\biggr) 
=

36

25

z

1 - (1 - z)
3
2

. (11)
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Случай 0 < b < 1 рассматривается аналогично.

Возьмём a =
1

2
и b =

1

2
, тогда:

F

\biggl( 
1

2
,
1

2
;
3

2
; z

\biggr) 
=

1

2

1\int 
0

dt\sqrt{} 
t(1 - tz)

. (12)

Интеграл (11) вычисляется с помощью той же подстановки, что и интеграл (7):

F

\biggl( 
1

2
,
1

2
;
3

2
; z

\biggr) 
=

1\surd 
z
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

\sqrt{} 
z

1 - z
. (13)

Далее, пусть p+ =
3

2
, тогда q+ = 3, и, согласно формуле (5), получим:

F+

\biggl( 
1

2
,
1

2
; z

\biggr) 
=

3
\surd 
4

3

\sqrt{} 
1 - 

\surd 
1 - z

z
\surd 
1 - z

. (14)

Аналогично, если выбрать p - =
1

2
, то q - =  - 1, и, по формуле (6) вычислим:

F - 
\biggl( 
1

2
,
1

2
; z

\biggr) 
=

4

3

z

1 - (1 - z)
3
2

. (15)

Для того, чтобы оценить количественно, насколько хорошо приближают гипер-
геометрическую функцию F (a, b; b + 1; z) её оценки сверху (5) и снизу (6), введём
относительные погрешности этих аппроксимаций:

\delta F+(a, b; z) =
F+(a, b; z) - F (a, b; b+ 1; z)

F (a, b; b+ 1; z)
(16)

и

\delta F - (a, b; z) =
F (a, b; b+ 1; z) - F - (a, b; z)

F (a, b; b+ 1; z)
. (17)

В докладе приведены графики функций (8)-(10) и (12)-(14) на интервале (0, 1),
а также графики соответствующих им относительных погрешностей (15) и (16).

Перспективой развития данной работы является исследование, насколько замет-
но влияют на полученные оценки небольшие вариации величин p - и p+ вблизи их
фиксированных значений.
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Abstract: In the work, using the direct and reverse Hölder inequalities in integral
form, estimates from below and from above for a hypergeometric function with a
linear relationship between its parameters are found. In addition, to determine the
effectiveness of estimates obtained, such values of the parameters of hypergeometric
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Оптимальное управление процессом

осесимметричного нелинейного нагрева

неограниченной пластины с учетом ограничений

Морозкин Н.Д., Ткачев В.И., Морозкин Н.Н.

Уфимский университет науки и технологий

Аннотация: Исследуется задача оптимального по быстродействию нагрева хруп-
кой пластины с учетом ограничений на термонапряжения и максимальную тем-
пературу, а также с учетом зависимости коэффицииента теплопроводности и
пределов хрупкой прочности от температуры. Разработан и реализован в виде
компьютерной программы итерационный метод поиска оптимального управле-
ния в случае, когда зависимость пределов хрупкой прочности от температуры
аппроксимируется экспоненциальными функциями, а зависимость коэффициен-
та теплопроводности от температуры линейной функцией. Приведены резульа-
таты вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: оптимальный нагрев, термонапряжения, быстродействие, неогра-
ниченная пластина.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу осессиметричного нагрева внешними тепловыми источниками
неограниченной пластины. Процесс нагрева описывается следующими уравнениями

c\rho 
\partial T

\partial t
=

\partial 

\partial x

\biggl( 
\lambda (t)

\partial T

\partial x

\biggr) 
, 0 < x < \=x, 0 < t \leq \=t <\infty , (1)

T (x, 0) = T 0 = const, x \in [0, \=x], (2)

\lambda (t)
\partial T (\=x, t)

\partial x
= \alpha (\nu (t) - T (\=x, t)), t \in [0, \=t], (3)

\partial T (0, t)

\partial x
= 0, t \in [0, \=t], (4)

где T = T (x, t) – температура, t – время, c – коэффициент теплоемкости, \rho – плот-
ность, \alpha – коэффициент теплообмена, v(t) – управление (температура внешней сре-
ды), v(t) \in V , V = \{ v = v(t), v(t) \in L2[0, \=t], 0 \leq \=v(t) \leq v(t) \leq v+\} 

Пусть \lambda (t) > 0, имеет ограниченную производную и

0 < \beta 1 \leq \lambda (T ) \leq \beta 2. (5)

При указанных условиях система уравнений (1)-(4) имеет обобщенное решение
из пространства V 1,0

2 (G) [1], где G = \{ (x, t) : x \in (0, \=x), t \in (0, \=t)\} .
Ограничения на термонапряжения в рассматриваемом случае, записываются в

виде
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\alpha \tau E

1 - \nu 

\biggl( 
 - T (0, t) + 1 + 3\Gamma 

\=x

\int \=x

0

T (\xi , t)d\xi  - 6\Gamma 

\=x2

\int \=x

0

\xi T (\xi , t)d\xi 

\biggr) 
\leq \sigma p(T (0, t))), (6)

\alpha \tau E

1 - \nu 

\biggl( 
T (l, t) - 1 - 3\Gamma 

\=x

\int 1

0

T (\xi , t)d\xi  - 6\Gamma 

\=x2

\int 1

0

\xi T (\xi , t)d\xi 

\biggr) 
\leq \sigma c(T (\=x, t))). (7)

Здесь \alpha T – коэффициент линейного расширения, E – модуль упругости, \nu – ко-
эффициент Пуассона, \sigma p(T ) и \sigma c(T ) – пределы прочности на растяжение и сжатие
соответственно, \Gamma \in [0, 1] характеризует степень защемления от поворотов краёв пла-
стины,

Ограничение на максимальную температуру в случае внешнего нагрева достига-
ется на поверхности и имеет вид

T (\=x, t) \leq T \ast , 0 \leq t \leq \=t (8)

Задача. Найти управление v0(t) \in V , переводящее за минимальное время t0 \leq \=t,
систему (1)-(4) в заданное конечное положение \^T (x) c фиксированной точностью

\=x\int 
0

(T (x, t0, v0) - \^T (x))2 \leq \varepsilon , (9)

так, чтобы при всех t \in [0, \=t] были бы выполнены неравенства (6)-(8).

2. Линеаризация

Решение нелинейной системы уравнений (1)-(4) при фиксированном управлении
будем искать методом последовательных приближений, изложенном в работе [2].

Системе уравнений (1)-(4) поставим в соответствие итерационный процесс

c\rho 
\partial Tk+1

\partial t
 - \lambda 0

\partial 2Tk+1

\partial x2
=

\partial 

\partial x

\biggl[ 
(\lambda (Tk) - \lambda 0)

\partial Tk
\partial x

\biggr] 
, (10)

Tk+1(x, 0) = T 0, x \in [0, \=x], (11)

\lambda 0
\partial Tk+1(\=x, t)

\partial x
 - \alpha (v(t) - Tk+1(\=x, t)) = [\lambda 0  - \lambda (Tk)]

\partial Tk(\=x, t)

\partial x
, (12)

\partial Tk+1(0, t)

\partial x
= 0, (13)

где

\lambda 0 =
\beta 1 + \beta 2

2
. (14)

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть функция \lambda (T ) положительна, удовлетворяет соотношению (5)
и имеет ограниченную по T производную. Тогда при любом фиксированном управ-
лении v(t) \in V решения Tk+1 системы уравнений (10)-(13) сходится к решению
системы уравнений (1)-(4) в соответствующей норме.

Таким образом, на каждом шаге итерационного процесса решение поставленной
задачи сводится к поиску оптимального управления для линейной системы (10)-(13)
с нелинейными ограничениями (6)-(8).
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3. Решение задачи быстродействия с линейным уравнением со-
стояния и с фазовыми ограничениями

Для удобства дальнейших выкладок система уравнений (10)-(13) и ограничений
(6)-(8) записывается в безразмерных переменных.

Далее после применения конечных интегральных преобразований Фурье решение
полученной системы запишется в виде ряда [3]:

\theta (r, \tau , u) =
\infty \sum 
n=1

Dnx
k
n(u, r) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nr). (15)

Здесь

Dn =
2Bi

(\mu 2
n +B2

i +Bi) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu n)
, (16)

где \mu n \geq 0, n \in \BbbN – корни уравнения

Bi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu n) - \mu n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu n) = 0, (17)

а xkn(u, \tau ), n \in \BbbN – компоненты вектора решений бесконечной системы дифференци-
альных уравнений

\partial x
(k)
n

\partial x
=  - \mu 2

nx
(k)
n + \mu 2

n(u+ I(k - 1)
n ), I(k - 1)

n =

1\int 
0

\biggl( 
\lambda (\theta k - 1)

\lambda 0
 - 1

\biggr) 
\partial (\theta k - 1)

\partial r

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu nr)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu n)
dr.
(18)

Здесь xkn = 0, n \in \BbbN , Bi = \alpha 
\=x

\lambda 0
– критерий Био.

Ограничения (5)-(7) запишутся в виде неравенств

\sum \infty \sum 
n=1

Cinx
(k)
n  - li \leq 0, i = 1, 3. (19)

Таким образом, исходная задача на каждой k-ой итерации эквивалентна следу-
ющей: найти управление u(k)(\tau ), переводящее систему (18) из нулевого начального
положения в конечное положение (\^x

(k)
1 , ..., x

(k)
1 , ...) за минимальное время с соблюде-

нием ограничений (19).
Ограничившись первымиN членами ряда, заменим бесконечномерную задачу оп-

тимального управления конечномерной, которая на каждой k-ой итерации решается
с использованием модифицированного метода поворота опорной гиперплоскости [4].

4. Результаты вычислительных экспериментов

Предложенный подход к решению нелинейных задач теплопроводности с фазо-
выми ограничениями был апробирован на следующей задаче: нагреть неограничен-
ную пластину из сплава ЖС6У толщиной 2\=x = 0.46 с начальной температурой 20\circ C
до конечной (постоянной по сечению) температуры 920\circ C за минимальное время с
учетом ограничений на термонапряжения и температуру поверхности, которая, по
условию, не должна была превышать 1100\circ C. Материал ЖС6У является хрупким.
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Таблица 1. Зависимость предела прочности от температуры

Температура, oC 20 975 1050 1100 1150

Предел прочности, сжатие, МПа 1500 700 470 310 210

Предел прочности, растяжение, МПа 980 540 370 200 140

Температура греющей среды менялась в диапазоне [800\circ C, 1600\circ C]. Зависимость пре-
дела прочности от температуры задана в таблице 1.

После перехода к безразмерным величинам аппроксимировалась с использовани-
ем метода наименьших квадратов нелинейными соотношениями

\sigma c(\theta ) = ( - 0.023e0.00303 \theta + 0.747), \sigma p(\theta ) = ( - 0.003e0.00460 \theta + 0.476)

Зависимость коэффициента теплопроводности от температуры после перехода к
безразмерным величинам аппроксимировалась линейной функцией \lambda (\theta ) = 10.68 +
9.74 \theta .

На каждом k-ом шаге итерационного процесса задача решалась для N = 6. Тре-
буемая точность решения тепловой задачи была достигнута за 7 итераций. Время
оптимального по быстродействию нагрева получилось равным 3.98 ч.

На рис. 1 в размерных единицах приведены:
1. Зависимость оптимального управления от времени. Оптимальное управление

имеет 135 переключений.
2. Зависимость температуры поверхности тела от времени.
3. Зависимость температуры центра тела от времени.

Рис. 1. Графики для управления и температуры тела

Отметим также, что обычно в научной литературе активными считались растяги-
вающие термонапряжения. В рассматриваемом же случае скорость нагрева ограни-
чивают сжимающие напряжения. Выбор размерности конечномерной системы N = 6
обусловлен обеспечением сходимости рядов, входящих в ограничения на термонапря-
жения.
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Optimal control of the process of axisymmetric

nonlinear heating of an unbounded plate taking into

account restrictions

N.D. Morozkin, V.I. Tkachev, Y.N. Morozkin

Ufa University of Science and Technology

Abstract: The problem of optimal heating of a brittle plate in terms of speed is studied,
taking into account restrictions on thermal stress and maximum temperature, as well
as taking into account the dependence of the thermal conductivity coefficient and
brittle strength limits on temperature. An iterative method for searching for optimal
control has been developed and implemented in the form of a computer program
in the case where the dependence of the brittle strength limits on temperature is
approximated by exponential functions, and the dependence of the thermal conducti-
vity coefficient on temperature by a linear function. The results of computational
experiments are presented.

Keywords: optimal heating, thermal stress, speed, unlimited plate.
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Численный алгоритм математической модели

расчета плотности вредных веществ в атмосфере

Мурадов Ф.А.1,3, Кучаров О.Р.2, Эшбоева Н.Ф.3

Самаркандский филиал Ташкентского университета информационных технологий1,
Национальный исследовательский университет «Ташкентский институт инженеров

ирригации и механизации сельского хозяйства»2, Научно-исследовательский
институт развития цифровых технологий и искусственного интеллекта3

Аннотация: В статье представлен алгоритм численного решения математиче-
ской модели для расчета значений плотности вредных веществ в разные моменты
времени в разных точках региона.

Ключевые слова: математическая модель, плотность, диффузия, аппроксимация.

1. Введение

В мире активно проводятся научные исследования, ориентированные на разра-
ботку более усовершенствованных математических моделей процессов транспорта и
диффузии вредных антропогенных и природных выбросов в атмосферу. При созда-
нии математического аппарата для исследования указанной проблемы особое внима-
ние уделяется, в частности, таким важным аспектам, как учет погодно-климатических
характеристик и орографии рассматриваемых территорий, эмиссии вредных частиц
в атмосферу с поверхности земли вследствие турбулентного движения воздушной
массы, изменений плотности мелкодисперсных частиц в зависимости от их физико-
механических свойств.

В статье [1] процесс распространения вредных веществ в атмосфере описан с
использованием двумерных эллиптических уравнений. Также в данной работе пред-
ставлены вычислительные эксперименты для различных значений высот.

В работе [2] изучен процесс распространения транспортных выбросов в атмосфе-
ру в разное время года с учетом метеорологических параметров США.

В статье [3] изучен процесс распространения тяжелых вредных веществ в атмо-
сфере на строительных объектах. Исследования показывают, что распространение
вредных веществ зависит от высоты здания, скорости ветра и направления, а шири-
на здания играет не значительную роль.

2. Постановка задачи

Разработана математическая модель для расчета плотности аэрозольных частиц
в атмосфере на основе законов гидромеханики [4]:

\partial \rho 

\partial t
+
\partial (\rho u)

\partial x
+
\partial (\rho v)

\partial y
+
\partial (\rho w)

\partial z
=

\partial 

\partial x

\biggl( 
\mu 
\partial \rho 

\partial x

\biggr) 
+

\partial 

\partial y

\biggl( 
\mu 
\partial \rho 

\partial y

\biggr) 
+

\partial 

\partial z

\biggl( 
\kappa 
\partial \rho 

\partial z

\biggr) 
+ I8; (1)

с соответствующими начальными и граничными условиями:

\rho (x, y, z)| t=0 = \rho c; (2)
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\alpha 9\rho \mu 
\partial \rho 

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=0

= \alpha 10 (\rho  - \rho 0) , \beta 9\rho \mu 
\partial \rho 

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=Lx

= \beta 10 (\rho  - \rho 0) , (3)

\alpha 11\rho \mu 
\partial \rho 

\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y=0

= \alpha 12 (\rho  - \rho 0) , \beta 11\rho \mu 
\partial \rho 

\partial y

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
y=Ly

= \beta 12 (\rho  - \rho 0) , (4)

\partial \rho 

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=0

= 0,
\partial \rho 

\partial z

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=Lz

= 0. (5)

Здесь \rho – плотность вредных частиц; \rho c – начальная плотность вредных частиц;
\rho 0 – плотность атмосферы; u, v, w – скорости ветра по направлениям x, y, z.

3. Методы решения

Для упрощения решения задачи (1)-(5) область

D = (0 \leq x \leq Lx, 0 \leq y \leq Ly, 0 \leq z \leq Hz,)

рассмотрим как прямоугольную, а источник загрязнения считаем расположенным
в приземном слое. Тогда для численного решения задачи (1)-(5) область изменения
искомых переменных с учетом граничных условий покроем сеткой с шагами \Delta x, \Delta y,
\Delta z, \Delta t:

\Omega xyzt = \{ (xi = i\Delta x, yj = j\Delta y, zk = k\Delta z, \tau n = n \Delta t) ;

i = 0, N ; j = 0,M, k = 0, L, n = 0, Nt, \Delta t =
1

Nt

\biggr\} 
.

Для сохранения устойчивости при решении задач (1)-(5) использована неявная
схема, в уравнении (1) применяем аппроксимацию второго порядка относительно
времени по направлении Ox [5-7]:

1

2

\rho 
n+1/3
i, j, k  - \rho ni, j, k

\Delta t/3
+

1

2

\rho 
n+1/3
i+1, j, k  - \rho ni+1, j, k

\Delta t/3
+
u
n+1/3
i, j, k \rho 

n+1/3
i, j, k  - u

n+1/3
i - 1, j, k\rho 

n+1/3
i - 1, j, k

2\Delta x
+

uni, j, k\rho 
n
i, j, k  - uni - 1, j, k\rho 

n
i - 1, j, k

2\Delta x
+
vni, j, k\rho 

n
i, j, k  - vni, j - 1, k\rho 

n
i, j - 1, k

\Delta y
+

wni, j, k\rho 
n
i, j, k  - wni, j, k - 1\rho 

n
i, j, k - 1

\Delta z
=

1

\Delta x2

\Bigl( 
\mu i+0,5, j\rho 

n+1/3
i+1, j, k - 

 - (\mu i+0,5, j + \mu i - 0,5, j) \rho 
n+1/3
i, j, k + \mu i - 0,5, j\rho 

n+1/3
i - 1, j, k

\Bigr) 
+

+
1

\Delta y2
\bigl( 
\mu i, j+0,5\rho 

n
i, j+1, k - (\mu i, j+0,5 + \mu i, j - 0,5) \rho 

n
i, j, k+

+ \mu i, j - 0,5\rho 
n
i, j - 1, k

\bigr) 
+

1

\Delta z2
\bigl( 
\kappa k+0,5\rho 

n
i, j, k+1  - (\kappa k+0,5 + \kappa k - 0,5) \rho 

n
i, j, k + \kappa k - 0,5\rho 

n
i, j, k - 1

\bigr) 
+

1

3
I8.

При раскрытии скобок приводя подобные члены получим следующую систему
линейных алгебраических уравнений:

a\rho , i, j, k\rho 
n+1/3
i - 1, j, k  - b\rho , i, j, k\rho 

n+1/3
i, j, k + c\rho , i, j, k\rho 

n+1/3
i+1, j, k =  - d\rho , i, j, k, (6)

Коэффициенты и свободные члены для системы линейных алгебраических урав-
нений определяются следующим образом:

a\rho , i, j, k =
\mu i - 0,5, j

\Delta x2
+
u
n+1/3
i - 1, j, k

2\Delta x
; b\rho , i, j, k =

\mu i+0,5, j + \mu i - 0,5, j

\Delta x2
+
u
n+1/3
i, j, k

2\Delta x
+

3

2\Delta t
;
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c\rho , i, j, k =
\mu i+0,5, j

\Delta x2
 - 3

2\Delta t
;

d\rho , i, j, k =

\biggl( 
3

2\Delta t
 - \mu i, j+0,5 + \mu i, j - 0,5

\Delta y2
 - \kappa k+0,5 + \kappa k - 0,5

\Delta z2
 - 
uni, j, k
2\Delta x

 - 
vni, j, k
\Delta y

 - 
wni, j, k
\Delta z

\biggr) 
\rho ni, j, k+

+
uni - 1, j, k

2\Delta x
\rho ni - 1, j, k +

3

2\Delta t
\rho ni+1, j, k +

\biggl( 
\mu i, j - 0,5

\Delta y2
+
vni, j - 1, k

\Delta y

\biggr) 
\rho ni, j - 1, k +

\mu i, j+0,5

\Delta y2
\rho ni, j+1, k+

+

\biggl( 
\kappa k - 0,5

\Delta z2
+
wni, j, k - 1

\Delta z

\biggr) 
\rho ni, j, k - 1 +

\kappa k+0,5

\Delta z2
\rho ni, j, k+1 +

1

3
I8.

Граничные условия (3) при x = 0 аппроксимируем с точностью второго порядка
следующим образом:

\alpha 9\~\rho \mu 0, j

 - 3\rho 
n+1/3
0, j, k + 4\rho 

n+1/3
1, j, k  - \rho 

n+1/3
2, j, k

2\Delta x
= \alpha 10\rho 

n+1/3
0, j, k  - \alpha 10\rho 0.

Упростив это выражение, получим коэффициенты прогонки:

\alpha \rho , 0, j, k =
 - 4c\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j + b\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j

 - 3c\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j + a\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j  - 2\Delta x\alpha 10

;

\beta \rho , 0, j, k =
 - d\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j  - 2\Delta x\alpha 10c\rho , 1, j, k\rho 0

 - 3c\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j + a\rho , 1, j, k \~\rho \alpha 9\mu 0, j  - 2\Delta x\alpha 10

.

Граничные условия (3) при x = Lx аппроксимируем с точностью второго порядка
следующим образом:

\beta 9\~\rho \mu N, j
\rho 
n+1/3
N - 2, j, k  - 4\rho 

n+1/3
N - 1, j, k + 3\rho 

n+1/3
N, j, k

2\Delta x
= \beta 10\rho 

n+1/3
N, j, k  - \beta 10\rho 0 (7)

Упростив это выражение, получим выражение для \rho n+1/3
N, j, k :

\rho 
n+1/3
N, j, k =

 - 2\Delta x\beta 10\rho 0  - (\beta \rho ,N - 2, j, k + \alpha \rho ,N - 2, j, k\beta \rho ,N - 1, j, k  - 4\beta \rho ,N - 1, j, k) \~\rho \beta 9\mu N, j
 - 2\Delta x\beta 10 + (\alpha \rho ,N - 2, j, k\alpha \rho ,N - 1, j, k  - 4\alpha \rho ,N - 1, j, k + 3) \~\rho \beta 9\mu N, j

.

Последовательность значений концентраций \rho n+1/3
N - 1, j, k, \rho 

n+1/3
N - 2, j, k ... \rho 

n+1/3
1, j, k находится

методом обратной прогонки:

\rho 
n+1/3
i, j, k = \alpha \rho , i, j, k\rho 

n+1/3
i+1, j, k + \beta \rho , i, j, k; i = N  - 1, 0, j = 1, M  - 1, k = 1, L - 1.

Аналогичную последовательность действий применим при исследовании по осям
Oy и Oz.

4. Заключение

Для исследования математической модели, описывающей распределение плотно-
сти вредных веществ был разработан численный алгоритм на основе неявной схемы
с аппроксимацией второго порядка по времени.

Вычислительные эксперименты показывают, что значения плотности вредных
веществ различны в разные моменты времени в разных точках региона.
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О возможности применения метода сопряжённых
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Аннотация: Данная работа исследует применение методов сопряженных систем
в моделировании процессов полимеризации. Методы сопряженных систем де-
монстрируют высокую эффективность при решении систем дифференциальных
уравнений, характеризующих сложные реакционные среды и неоднородные ма-
териалы. Исследование направлено на оптимизацию процессов полимеризации
различных типов полимеров с целью улучшения качества продукции и сниже-
ния экологического воздействия промышленности.

Ключевые слова: сопряженные системы, процессы полимеризации, математиче-
ское моделирование.

В современных исследованиях сложных систем невозможно обойтись без при-
менения методов математического моделирования. Данные технологии позволили
значительно продвинуться в различных областях науки, включая направления, свя-
занные с решением глобальных проблем человечества, таких как изменение климата,
изменение состояния биосферы, экологическое воздействие промышленных отходов.
Однако наибольшая эффективность в моделировании процессов достигается при си-
нергии математических моделей и численных методов, одними из которых являются
методы сопряженных систем.

Методы сопряженных систем представляют собой мощный инструмент для чис-
ленного моделирования сложных процессов, таких как полимеризация, значение ко-
торой во многих промышленных отраслях, включая производство пластмасс, поли-
мерных пленок, волокон и композитных материалов, можно считать ключевым. По-
нимание кинетики реакций, диффузии мономеров и роста полимерных цепей являет-
ся необходимым для оптимизации подобных процессов, а также улучшения качества
продукции и минимизации затрат.

Использование методов сопряженных систем позволяет эффективно решать си-
стемы дифференциальных уравнений, описывающие процессы полимеризации, что
является особенно важным при моделировании сложных реакционных сред и неод-
нородных материалов. Эти методы обеспечивают высокую точность и стабильность
численного решения даже для больших систем уравнений, что делает их предпочти-
тельными для применения в инженерных расчетах.

В рамках данного исследования будет рассмотрена возможность применение ме-
тодов сопряженных систем для описания процессов полимеризации различных типов
полимеров. Основной упор будет сделан на исследование влияния различных пара-
метров процесса на конечные характеристики продукции. Таким образом, результаты
данного исследования могут значительно способствовать разработке новых методов
и технологий в области полимерной науки и технологий, улучшая эффективность

*Исследование выполнено в рамках государственного задания (код научной темы FZWU-2023-0002)
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производственных процессов и снижая экологическое воздействие промышленности
на окружающую среду.
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Аннотация: Исследуются алгебраические и геометрические свойства суммы цик-
лических подпространств относительно линейного оператора, возникающих при
исследовании линейных систем управления. Полученные свойства выражены в
терминах минимальных аннулирующих многочленов суммы и пересечения соот-
ветствующих циклических подпространств. Рассматриваются канонические фор-
мы линейного оператора как в частично согласованных базисах подпространств
так и в циклическом базисе суммы этих подпространств.

Ключевые слова: линейный оператор, циклическое подпространство, минимал-
ный аннулирующий многочлен.

1. Канонические формы линейного оператора относительно сум-
мы двух циклических подпространств

В данной работе представлены результаты исследований, начатых в [1–3], а также
развитие результатов [4, 5]. Так, в работе [3] исследованы взаимосвязи базисов двух
циклических подпространств с минимальными аннулирующими многочленами этих
подпространств относительно заданного линейного оператора в предположении, что
базис пересечение подпространств содержит векторы циклического базиса. В этой
работе рассматривается обобщение полученных результатов.

Рассмотрим линейный оператор

\scrD : \scrL \rightarrow \scrL ,
где \scrL – конечномерное действительное линейное пространство. Пусть \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\scrL = n.

Пусть a и b заданные ненулевые элементы линейного пространства \scrL .
Рассмотрим циклические подпространства Ua и Ub линейного оператора \scrD , по-

рождаемые элементами a и b:

Ua =
\bigl\langle 
a,\scrD a, . . . ,\scrD m - 1a

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua = m,

Ub =
\bigl\langle 
b,\scrD b, . . . ,\scrD n - 1b

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ub = p.

Таким образом, минимальные аннулирующие многочлены элементов a и b имеют,
соответственно, вид

\sigma a(\lambda ) = \lambda m + \alpha m\lambda 
m - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 2\lambda + \alpha 1,

\sigma b(\lambda ) = \lambda p + \beta p\lambda 
p - 1 + \cdot \cdot \cdot + \beta 2\lambda + \beta 1.

Рассмотрим подпространства Ua + Ub и Ua \cap Ub. Построим базис пространства,
который был бы частично согласован с базисом подпространства Ua + Ub.
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Предположение 1. Линейное подпространство Ua \cap Ub, является инвариантным
подпространством линейного оператора \scrD в подпространстве Ua + Ub.

Д о к а з а т е л ь с т в о. \forall x \in Ua \cap Ub \Rightarrow x \in Ua, x \in Ub \Rightarrow \scrD x \in Ua, \scrD x \in 
Ub \Rightarrow \scrD x \in Ua \cap Ub \Rightarrow \scrD (Ua \cap Ub) \subset Ua \cap Ub.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Предположение 2. Если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua \cap Ub) = k > 0, то в линейном пространстве
\scrL можно выбрать частично согласованный базис относительно подпространства
Ua + Ub в котором матрица оператора ограничения на это подпространство при-
нимает канонический вид:

D\prime 
Ua+Ub

=

\left(                                 

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \theta 1 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \theta 2 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \theta m - k 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

0 \cdot \cdot \cdot 0 \chi 1 \eta 11 \cdot \cdot \cdot \eta 1k 0 \cdot \cdot \cdot 0 \xi 1
...

. . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 \cdot \cdot \cdot 0 \chi k \eta k1 \cdot \cdot \cdot \eta kk 0 \cdot \cdot \cdot 0 \xi k

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 0  - \mu 1

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 1 \cdot \cdot \cdot 0  - \mu 2

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 0 \cdot \cdot \cdot 1  - \mu p - k

\right)                                 

,

где
\sigma a(\lambda ) =

\bigl( 
\lambda m - k + \theta m - k\lambda 

m - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \theta 2\lambda + \theta 1
\bigr) 
\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek),

\sigma b(\lambda ) =
\bigl( 
\lambda p - k + \mu p - k\lambda 

p - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \mu 2\lambda + \mu 1

\bigr) 
\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek),

D\prime 
Ua\cap Ub

= \eta =

\left(      
\eta 11 \cdot \cdot \cdot \eta 1k
...

...
...

\eta k1 \cdot \cdot \cdot \eta kk

\right)      , Ek =

\left(      
1 \cdot \cdot \cdot 0

...
. . .

...

0 \cdot \cdot \cdot 1

\right)      .

Предположение 3. Если \exists i(j) \in \BbbN \cup \{ 0\} , \scrD ia \in Ua\cap Ub (\scrD jb \in Ua \cap Ub), то \scrD i+sa \in 
Ua \cap Ub (\scrD j+sb \in Ua \cap Ub) \forall s \in \BbbN .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть \exists i \in \BbbN \cup \{ 0\} \scrD ia \in Ua \cap Ub. По предложению
1 подпространство Ua \cap Ub инвариантно относительно линейного оператора Ua \cap Ub
инвариантное подпространство относительно \scrD . Следовательно, \scrD s\scrD ia = \scrD s+ia \in 
Ua \cap Ub \forall s \in \BbbN .

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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Следствие 1. Если a \in Ua \cap Ub, то Ua \cap Ub = Ua.

Следствие 2. Если b \in Ua \cap Ub, то Ua \cap Ub = Ub.

Предположение 4. Ua+b является циклическим инвариантным подпространством
относительно линейного оператора \scrD , причем

1) \sigma a+b(\lambda ) =
\bigl( 
\lambda m - k + \theta m - k\lambda 

m - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \theta 2\lambda + \theta 1
\bigr) 
\cdot 

\cdot \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(\eta  - \lambda Ek) \cdot 
\bigl( 
\lambda p - k + \mu p - k\lambda 

p - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \mu 2\lambda + \mu 1

\bigr) 
, (1)

2) Ua+b =
\bigl\langle 
a+ b,\scrD (a+ b), . . . ,\scrD m+p - k(a+ b)

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua+b = m+ p - k. (2)

3) D\prime \prime 
Ua+b

=

\left(         

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \omega 1

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \omega 2

...
. . .

...
...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \omega m+p - k

\right)         
. (3)

2. Пример

Пусть матрица оператора \scrD в некотором базисе пространства \BbbR 5 имеет вид:

D =

\left(             

 - 3  - 8 6  - 6  - 2

 - 6

5

13

5

4

5
 - 8

5

2

5
4

5
 - 2

5

14

5

7

5
 - 3

5

6 6  - 5 10 1

41

5

32

5
 - 34

5

53

5

13

5

\right)             
.

Пусть векторы a =

\biggl( 
2,

3

5
,
1

10
, - 3

2
, - 21

10

\biggr) 
и b =

\biggl( 
2,

2

5
, - 1

10
, - 3

2
, - 29

10

\biggr) 
являются

образующими векторами инвариантных циклических подпространств

Ua =

\biggl\langle \biggl( 
2,

3

5
,
1

10
, - 3

2
, - 21

10

\biggr) 
,

\biggl( 
3,

4

5
,
4

5
, - 2, - 9

5

\biggr) 
,

\biggl( 
5,

8

5
,
13

5
, - 3, - 8

5

\biggr) \biggr\rangle 
,

Ub =

\biggl\langle \biggl( 
2,

2

5
, - 1

10
, - 3

2
, - 29

10

\biggr) 
,

\biggl( 
5, - 1

5
,
4

5
, - 3, - 19

5

\biggr) \biggr\rangle 
линейного оператора \scrD .

Минимальные аннулирующие многочлены элементов a и b имеют, соответственно,
вид

\sigma a(\lambda ) = \lambda 3  - 6\lambda 2 + 11\lambda  - 6, \sigma b(\lambda ) = \lambda 2  - 5\lambda + 4.

Таким образом, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua = 3, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ub = 2, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua + Ub) = 4 \Rightarrow \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua \cap Ub) = 1.
Находим инвариантное подпространство Ua \cap Ub = \langle e\rangle = \langle ( - 5, - 3, 2, 5, 13)\rangle .
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Выбираем канонический базис подпространства Ua+Ub частично согласованный
с базисами подпространств Ua и Ub:

Ua + Ub = \langle a,\scrD a, e, b\rangle .

Тогда матрица оператора в новом базисе принимает вид:

D\prime 
Ua+Ub

=

\left(          

0  - 6 0 0

1 5 0 0

0  - 2

5
1

3

5

0 0 0 4

\right)          
.

При этом

D\prime 
Ua

=

\left(      
0  - 6 0

1 5 0

0  - 2

5
1

\right)      , D\prime 
Ub

=

\left(   1
3

5

0 4

\right)   , D\prime 
Ua\cap Ub

=

\biggl( 
1

\biggr) 
.

Найдем другой канонический (циклический) базис в подпространстве Ua + Ub =
Ua+b:

Ua+b =

\biggl\langle 
(4, 1, 0, - 3, - 5) ,

\biggl( 
8,

3

5
,
8

5
, - 5, - 28

5

\biggr) 
, (22, - 1, 7, - 12, - 9) ,\biggl( 

74, - 39

5
,
131

5
, - 38, - 121

5

\biggr) \biggr\rangle 
.

Матрица ограничения линейного оператора \scrD на подпространство Ua + Ub при-
нимает другой канонический вид в новом базисе, не согласованном с базисами под-
пространств Ua и Ub:

D\prime \prime 
Ua+Ub

=

\left(         

0 0 0  - 24

1 0 0 50

0 1 0  - 35

0 0 1 10

\right)         
.
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Abstract: The algebraic and geometric properties of the sum of cyclic subspaces with
respect to a linear operator, which arise in the study of linear control systems, are
investigated. The resulting properties are expressed in terms of minimal annihilating
polynomials of the sum and intersection of the corresponding cyclic subspaces. The
canonical forms of the linear operator are considered both in partially consistent bases
of subspaces and in the cyclic basis of the sum of these subspaces.
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Возмущенные уравнения для моделирования

вспышек при инвазионных процессах*

Переварюха А.Ю.

Санкт-Петербургский Федеральный исследовательский центр РАН

Аннотация: Инвазионные процессы в изолированных средах представляют со-
бой сложный комплекс нелинейных явлений современной экодинамики с обрат-
ными связями. Происходящие после вселения чужеродного биотического агента
(вируса, патогенного микроба или беспозвоночного) с чрезмерно высоким для
новой среды репродуктивным потенциалом приводит к активизации процессов
противоборства со взаимной эволюционной адаптацией сторон – автохтонного
окружения и чужеродного вселенца. Часто развивается эффект разрушитель-
ной вспышки численности, который может быть пролонгированным во времени
и пространстве. В некоторых ситуациях вселенец разрушает свою среду, так как
адаптация сопротивления запаздывает. Возникает два фактора запаздывания –
восполнения ресурсов среды и задержка выработки ответа от окружения. В до-
кладе предлагаются уравнения с запаздыванием для моделирования вариантов
развития инвазий. Модели созданы с учетом фактора неопределенности в ско-
рости выработки реакции на вторжение опасного вида, но при этом возмущение
достаточно ограничено и никогда в реальности не приводит к стохастической
динамике биофизического процесса.

Ключевые слова: инвазии, адаптации, уравнения с ограниченным возмущением.

1. Проблема моделирования разнообразия инвазий

Из-за климатической нестабильности и неразумной хозяйственной деятельности
проблема моделирования экстремального характера развития биологической инва-
зии для прогнозирования мер противодействия актуальна и не решена. Кризис биоре-
сурсов, деградация ценных лесов и биологическое загрязнение происходят при втор-
жении в среду чужеродного вида с некомпенсируемым репродуктивным потенциа-
лом. Стремительные инвазионные процессы часто переходят в экстремальный режим
и не моделируются балансовыми уравнениями со степенной регуляцией. Для ряда
инвазий наблюдается формирование серий популяционных волн и пульсирующих
вспышек численности с пилообразной формой затухающих колебаний на графиках.
В работе предложены гибридные переопределяемые дифференциальные уравнения с
запаздыванием для описания пульсирующих вспышек при медленной адаптации ав-
тохтонного биотического окружения к атакам вселенца. Исследуемые явления харак-
терны и для современной эпидемической динамики при образовании повторных волн
распространения коронавируса. Решение модели демонстрирует затухание серии пи-
ков с возможностью повторных серий волн, возникших из-за возмущения базового
репродуктивного параметра распространения чужеродного организма. Существует
много видов уравнений с запаздыванием, но в работе исследуется целесообразность

*Работа выполнена по проекту РНФ N 23-21-00339 «Разработка методов сценарного моделирования экс-
тремальных инвазионных процессов в экосистемах с учетом факторов противодействия на основе динами-
чески переопределяемых вычислительных структур».
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дополнения моделей вариативными функциями затухания.

2. Метод построения модели противодействия

Цель создания моделей вида \.N = F (N(t - \tau )) - \Psi (N(t - \nu )) c ограниченным воз-
мущением – анализ стадий инвазионного процесса на основе уравнений, где стохасти-
ческие факторы учтены с методом возмущения запаздывания. Проблема моделиру-
емой ситуации инвазии – регулируемое противодействие агрессивно размножающе-
муся виду в биологическом сообществе вырабатывается с запаздыванием и приводит
к резкому переходу в фазу депрессии численности вселенца, но это запаздывание не
константа. Направление получило развитие в модификации с \.N = rF (N(t))\Theta :

dN

dt
= rN(t)

(1 - N(t)/(K + \vargamma N)\Theta 

(1 - N(t))/K(1 - \gamma )
.

Решения подобных моделей описывают уравновешивающиеся процессы \forall N(0) >
0. Не все уравнения имеет смысл дополнять включением t  - \tau . Отличие моделей
ограниченного роста – положение точки перегиба Np \not = 0 на графике N(t). Для

модели ордината точки перегиба Np =
K

2
, абсцисса tp = r - 1 \mathrm{l}\mathrm{n}

K  - N(0)

N(0)
. Положение

ординаты точки перегиба Np установим для оптимальной эксплуатации c изъятием
\.N = rf(N(t)) - Q.

Сравним динамику модели инвазионного процесса для агрессивного вселенца с
N(t  - \tau ) и модель инвазии в форме уравнения с отклоняющимся аргументом, где
величина запаздывания \tau возмущена равномерно распределенной случайной вели-
чиной \gamma \in [ - 0.5, 0.5], что отражает влияние случайных факторов на небольшую ис-
ходную группу особей-вселенцев. Для включения стохастической компоненты лучше
возмущать именно величину запаздывания \gamma \tau , что качественно отразится на сцена-
риях завершения инвазионного процесса [1]. Эффекты запаздывания разделены на
три типа по биологическому генезису и роли в развитии процессов [3]. Инвазион-
ные процессы проходят этап кризисной динамики N(t) \rightarrow 0 + \epsilon и сопровождаются
длительными осцилляциями. B результате биосистема получит несколько сценариев
динамики кризиса, включая гибель N(t\infty ) = 0.

Зададим пороговое развитие инвазионного популяционного процесса в уравнении
c функцией сопротивления среды \.N = F (N(t - \tau )) - \Psi (N(t - \nu )). Пороговый эффект
реакции агрессивному росту численности вселенца выразим \mathrm{l}\mathrm{n}K-регуляцией в функ-
ции противодействия \Psi (N(t - \nu )) и при \scrQ > q, m \geq 2, N(0) < J < \scrK . Запаздывание
\nu в модели возмущенно равномерно распределенной случайной величиной \nu \times \gamma на
отрезке [0, 0.5\nu ]:

dN

dt
= rN(t) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( \scrK 
N(t - \tau )

\biggr) 
 - \scrQ N

m(t - \nu \times \gamma )

(J  - N(t))2
 - qN(t). (1)

Вместо стабилизации N(t) \rightarrow K, N(tS) < K и превышения равновесия K стадия
кризиса с возрастанием F (N2; J - 1) при N \rightarrow J и потенциал роста не нивелирован
\mathrm{l}\mathrm{n}K-регуляцией. Время активации вариативно, но не менее \tau 1 [4]. Пусть \tau 1 варьиру-
ется случайной величиной \gamma в ограниченном диапазоне. Предложим модель с возму-
щенным равномерной случайной величиной запаздыванием (t - \tau 1\gamma ):

dN

dt
= rN(t) \mathrm{l}\mathrm{n}

\biggl( \scrK 
N(t - \tau \gamma )

\biggr) 
 - \delta N2(t - \tau 1\gamma )

(J  - N(t))2
 - qN(t), \delta > q, \gamma (\omega ) \in [1, 2]. (2)
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При приближении N(t) к пороговому значению J , N(0) < J < \scrK происходит
резкий переход в глубокий популяционный кризис N(t) \rightarrow 0 + \epsilon . Сценарий преодо-
ления кризиса c образованием колебаний N(t) \rightarrow N\ast (t), \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}N\ast (t) < J зависит от
стохастических временных факторов. Популяция погибает при увеличении репро-
дуктивного потенциала r. Можно показать, что существует r = \=r, такое что для
события \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow \=t
N(t; \=r\tau ) = 0 вероятность P > 0, и существует \^r > \=r, t <\infty , при котором

для данного события справедливо P = 1. Здесь \^r критический порог для увеличения
инвазионным агентом своей репродуктивной активности. Быстрое размножение при
дисбалансе со скоростью восстановления ресурсов приведет к деградации инвазион-
ной популяции и, соответственно, долгому восстановлению среды [5]. Так, самшито-
вая огневка в Краснодарском крае попутно уничтожила свою новую перспективную
среду обитания.
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Abstract: Invasive processes in isolated environments represent a complex set of non-
linear phenomena of modern ecodynamics with feedback. Occurring after the invasion
of a foreign biotic agent (virus, pathogenic microbe or invertebrate) with a reproductive
potential that is excessively high for the new environment, it leads to the activation
of processes of confrontation with the mutual evolutionary adaptation of the parties –
the autochthonous environment and the alien invader. The effect of a destructive
outbreak of numbers often develops, which can be prolonged in time and space.
In some situations, the invader destroys its environment because adaptation of the
resistance is delayed. Two delay factors arise: the replenishment of environmental
resources and the delay in developing a response from the environment. The report
proposes lagged equations for modeling the evolution of invasions. The models were
created taking into account the uncertainty factor in the speed of development of a
reaction to the invasion of a dangerous species, but the disturbance is quite limited
and never in reality leads to stochastic dynamics of the biophysical process.
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Математическая модель волнового процесса с

сетевым носителем

Перова И.В.

Воронежский государственный университет

Аннотация: В работе представлен подход построения математической модели
волнового процесса упругой сетевой конструкции и достаточные условия сла-
бой разрешимости соответствующей начально-краевой задачи. Доказательство
теоремы существования слабого решения использует метод Фаэдо-Галеркина со
специальным базисом, определяемым системой обобщенных собственных функ-
ций эллиптического оператора задачи. Полученные результаты могут быть ис-
пользования при решении задач оптимального управления дифференциальными
системами в различных направлениях прикладного характера.

Ключевые слова: волновое уравнение, начально-краевая задача, слабое решение.

1. Основные понятия и предложения.

В работе используются обозначения, понятия и определения, введенные в рабо-
те [1]: \Gamma – ориентированный геометрический граф; \partial \Gamma – множество граничных и J(\Gamma )
– множеcтво внутренних узлов графа \Gamma ; \Gamma 0 – множество всех рёбер, не содержащих
концевых точек, \Gamma T = \Gamma 0 \times (0, T ) (\Gamma t = \Gamma 0 \times (0, t)), \partial \Gamma T = \partial \Gamma \times (0, T ).

Введем необходимые пространства:
\cdot L2(\Gamma ) – пространство функций, суммируемых с квадратом на \Gamma (аналогично

определяется пространство L2 (\Gamma T )), \cdot W 1
2 (\Gamma ) – пространство функций из L2(\Gamma ), име-

ющих обобщенную производную 1-го порядка также из L2(\Gamma ), норма в W 1
2 (\Gamma ) опре-

деляется скалярным произведением

(u, v)W 1
2 (\Gamma )

=

\int 
\Gamma 

(u(x)v(x) + u\prime (x)v\prime (x)) dx;

\cdot L2,1 (\Gamma T ) — пространство функций из L1 (\Gamma T ) с нормой

\| u\| L2,1(\Gamma T ) =

\int T

0

\biggl( \int 2

\Gamma 

u2(x, t) dx

\biggr) 1/2

dt;

\cdot W 1
2 (\Gamma T ) - пространство функций u(x, t) \in L2 (\Gamma T ), имеющих обобщенные произ-

водные 1-го порядка по x и t, принадлежащих L2 (\Gamma T ), норма вW 1
2 (\Gamma T ) определяется

соотношением

\| u\| 2W 1
2 (\Gamma T ) =

\int 
\Gamma T

\bigl( 
u(x, t)2 + ux(x, t)

2
\bigr) 
dx dt.

Пусть далее V2 (\Gamma T ) — множество всех функций u(x, t) \in W 1
2 (\Gamma T ), имеющих ко-

нечную норму
\| u\| 2,\Gamma T

\equiv \mathrm{v}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{i} \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
0\leq t\leq T

\| u(x, t)\| L2(\Gamma ) + \| ux\| L2(\Gamma T ) .
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Рассмотрим билинейную форму

\ell (\mu , v) =

\int 
\Gamma 

(a(x)\mu \prime (x)v\prime (x) + b(x)\mu (x)v(x)) dx,

где a(x), b(x) – фиксированные измеримые ограниченные на \Gamma 0 функции, суммиру-
емые с квадратом: 0 < a\ast \leq a(x) \leq a\ast , b\ast \leq b(x) \leq b\ast , x \in \Gamma 0 (a\ast , a\ast , b\ast , b\ast  - фиксиро-
ванные постоянные). В пространстве W 1

2 (\Gamma ) есть множество \Omega функций u(x) \in C(\Gamma )
(C(\Gamma ) – пространство непрерывных на \Gamma функций), удовлетворяющие соотношениям\sum 

\gamma j\in R(\xi )

a(1)\gamma ju
\prime (1)\gamma j =

\sum 
\gamma j\in r(\xi )

a(0)\gamma ju
\prime (0)\gamma j

во всех узлах \xi \in J(\Gamma ) (здесь R(\xi ) – множество ребер, ориентированных «к уз-
лу \xi », r(\xi ) – множество ребер ориентированных «от узла \xi »). Замыкание в норме
W 1

2 (\Gamma ) множества функций из \Omega , равных нулю во всех узлах \xi \in \partial \Gamma , обозначим
через W 1

2,0(a,\Gamma ).
Пусть далее \Omega 0 (a,\Gamma T ) – множество функций u(x, t) \in V2 (\Gamma T ), чьи следы опре-

делены на сечениях области \Gamma T плоскостью t = t0 (t0 \in [0, T ]) как функции класса
W 1

2,0(a,\Gamma ), т.е. для каждого элемента u \in \Omega 0 (a,\Gamma T ) при фиксированном t \in [0, T ] су-
ществует последовательность \{ un\} функций un(x, t) \in \Omega , сходящаяся в норме W 1

2 (\Gamma )
к следу v, при этом un(x, t) равны нулю во всех узлах \xi \in \partial \Gamma , непрерывны на \Gamma и
удовлетворяют соотношениям согласования\sum 

\gamma j\in R(\xi )

a(1)\gamma jux(1, t)\gamma j =
\sum 

\gamma j\in r(\xi )
a(0)\gamma jux(0, t)\gamma j

для всех узлов \xi \in J(\Gamma ).
Пусть W 1

a (\Gamma T ) – замыкание в норме W
1,0
2 (\Gamma T ) множества гладких функций, удо-

влетворяющих соотношениям согласования для всех узлов \xi \in J(\Gamma ) и для любого
t \in [0, T ], а также равных нулю вблизи \partial \Gamma \times [0, T ].

2. Постановка задачи

В пространстве W 1
a (\Gamma T ) изучается третья начально-краевая задача, граничные

условия которой сведены к однородным:

\partial 2u(x, t)

\partial t2
 - \partial 

\partial x

\biggl( 
a(x)

\partial u(x, t)

\partial x

\biggr) 
+ b(x)u(x, t) = f(x, t), (1)

u| t=0 = \varphi (x),
\partial u

\partial t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
t=0

= \psi (x), x \in \Gamma , (2)\biggl( 
a(x)

\partial u(x, t)

\partial x
+ \sigma u(x, t)

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial \Gamma 

= 0, 0 \leq t \leq T. (3)

Здесь \sigma – заданная постоянная, \varphi (x) \in W 1
a (\Gamma ), \psi (x) \in L2(\Gamma ), f(x, t) \in L2,1 (\Gamma T ).

Для коэффициентов a(x) и b(x) имеют место предположения

0 < a\ast \leq a(x) \leq a\ast , b\ast \leq b(x) \leq b\ast . (4)
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Определение 1. Слабым решением класса W 1
2 (\Gamma T ) начально-краевой задачи (1)-(3)

называется функция u(x, t) \in W 1
a (\Gamma T ), равная \varphi (x) при t = 0 и удовлетворяющая

интегральному тождеству\int 
\Gamma T

\biggl( 
 - \partial u(x, t)

\partial t

\partial \eta (x, t)

\partial t
+ a(x)

\partial u(x, t)

\partial x

\partial \eta (x, t)

\partial x
+ b(x)u(x, t)\eta (x, t)

\biggr) 
dx dt+

+

\int T

0

T\sum 
\zeta \in \partial \Gamma 

\sigma u(x, t)\eta (x, t) dt

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=x\zeta \subset \zeta 

=

\int 
\Gamma 

\psi (x)\eta (x, 0) dx+

\int 
\Gamma T

f(x, t)\eta (x, t) dx dt

при любых \eta (x, t) \in W
1

a (\Gamma T ) (элементы пространстваW
1

a (\Gamma T ) принадлежатW 1
a (\Gamma T )

и удовлетворяют равенству \eta (x, T ) = 0).

Рассмотрим W 2
a (\Gamma T ) – пространство функций u(x, t) из W

1
a (\Gamma T ), имеющих обоб-

щенные производные
\partial 2u(x, t)

\partial x2
,
\partial 2u(x, t)

\partial t2
из L2 (\Gamma T ).

Для решений u(x, t) начально-краевой задачи (1)-(3) в пространстве W 2
a (\Gamma T )

можно дать априорную оценку через начальные данные \varphi (x), \psi (x), f(x, t) задачи (1)-
(3). А именно, для любых t \in [0, T ] установлена априорная оценка решения u(x, t)
задачи (1)-(3), принадлежащего пространству W 2

a (\Gamma T ):\sqrt{} \int 
\Gamma 

(u2 + u2t + u2x) dx \leq C1(t)\omega 
1/2(0) + C2(t)\mathrm{P}f\mathrm{P}2,\Gamma t , (5)

где C1(t) и C2(t) определяются постоянными a\ast , a\ast , b\ast и временем t.

Теорема 1. Для решений u(x, t) \in W 2
a (\Gamma T ) начально-краевой задачи (1)-(3) при

выполнении предположений (4) имеет место априорная оценка (5) для любого t \in 
[0, T ].

Замечание 2. Соотношение (5) является аналогом энергетического неравенства
для гиперболической системы (1) с распределенными параметрами на графе \Gamma , поз-
воляющее оценить норму решения u(x, t) в пространстве W 1

a (\Gamma T ) через начальные
данные \varphi (x), \psi (x) и внешнюю силу f(x, t). Нетрудно получить аналогичную оценку
энергетической нормы решения u(x, t).

Условия существования слабого решения начально-краевой задачи (1)-(3) пред-
ставлены следующей теоремой.

Теорема 2. Для любых \varphi (x) \in W 1
a (\Gamma ), \psi (x) \in L2(\Gamma ), f(x, t) \in L2,1 (\Gamma T ) при выпол-

нении предположений (4) начально-краевая задача (1)-(3) имеет по меньшей мере
одно слабое решение из пространства W 1

a (\Gamma T ).

Для доказательства утверждения теоремы используется метод Фаэдо-Галеркина
со специальным базисом, определяемым системой обобщенных собственных функций
эллиптического оператора задачи (1)-(3).

Представленные результаты могут быть использования при решении задач оп-
тимального управления дифференциальными системами в различных направлениях
прикладного характера.
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solvability of the corresponding initial boundary value problem. The proof of the
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УДК 519.63

Численное моделирование химически активных

дозвуковых потоков под воздействием

лазерного излучения*

Пескова Е.Е., Язовцева О.С.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

Аннотация: Работа посвящена построению вычислительного алгоритма для ма-
тематической модели дозвукового потока под воздействием лазерного излучения
с учетом вязкости, теплопроводности и химических реакций в осесимметричной
постановке. При разработке алгоритма применен принцип расщепления по физи-
ческим процессам. Для снятия ограничения на шаг интегрирования по времени,
связанного с диффузионными процессами, применена схема локальных итераций
на основе упорядочивания корней полиномов Чебышева. Алгоритм верифициро-
ван сравнением с результатами работы ранее построенного алгоритма на основе
интегро-интерполяционного метода. Выявлена высокая эффективность нового
алгоритма при сохранении точности расчетов.

Ключевые слова: схема локальных итераций, дозвуковое течение, лазерное излу-
чение, математическое моделирование, вычислительный алгоритм.

Дозвуковые потоки повсеместно встречаются в технике и природе, этим обуслов-
лен интерес к ним со стороны исследователей в области математического модели-
рования. Примерами решаемых с использованием математического аппарата задач
могут быть: расчет фронта горения в каналах различной формы [1], моделирование
гидродинамических волн [2], исследование химических процессов в зернах катализа-
тора [7] и т.д.

Построение вычислительных алгоритмов для исследования дозвуковых газовых
потоков под воздействием лазерного излучения с учетом вязкости, теплопроводности
и химических реакций является актуальной задачей, которая позволит предсказать
поведение системы при различных условиях проведения эксперимента [4,5]. Как из-
вестно, явные вычислительные алгоритмы для задач, сочетающих в себе разномас-
штабные процессы, требуют шага интегрирования по времени, отвечающего диффу-
зионным ограничениям, и не позволяют проводить серийные расчеты на компью-
терах умеренной производительности. Использование неявных схем снимает огра-
ничение на шаг интегрирования по времени, но является трудоемким при наличии
большого количества нелинейных источниковых членов и теплофизических харак-
теристик газовой смеси, нелинейно зависящих от температуры.

Целью настоящей работы является разработка вычислительного алгоритма для
моделирования химически активных дозвуковых потоков под воздействием лазерно-
го излучения, суть которого заключается в снятии ограничения на шаг интегриро-
вания по времени, связанного с диссипативными процессами.

Ранее авторами был построен вычислительный алгоритм для решения много-
компонентных уравнений Навье-Стокса в приближении малых чисел Маха с учетом
химических реакций, показавший возможность снять диффузионные ограничения

*Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект № 23-21-002,
https://rscf.ru/project/23-21-00202/.
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на шаг интегрирования по времени [8] посредством использования схемы локальных
итераций [7]. Алгоритм прошел валидацию и верификацию посредством сравнения
с аналитическими решениями и другими пакетами программ. В настоящей работе
математическая модель дополнена учетом лазерного излучения, направленного со-
осно с газовым потоком посредством включения источникового члена в уравнение
энтальпии смеси и ОДУ для интенсивности излучения [8].

В основе вычислительного алгоритма лежит принцип расщепления по физиче-
ским процессам. Для этого внутри одного шага по времени решаются следующие
задачи:

1. Задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений: рас-
чет динамики концентраций веществ в процессе химических превращений проводит-
ся трехстадийным неявным методом Рунге-Кутты пятого порядка точности [9].

2. Задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения: расчет ин-
тенсивности лазерного излучения вдоль направления газового потока проводится
трехстадийным неявным методом Рунге-Кутты пятого порядка точности.

3. Гиперболическая задача: конвективные потоки вычислены с помощью потоков
Русанова с модификацией стабилизирующего члена.

4. Параболическая задача: расчет диффузионных потоков реализован с использо-
ванием метода локальных итераций на основе упорядочивания корней многочленов
Чебышева [7].

5. Эллиптическая задача: динамическая составляющая давления находится по-
средством решения уравнения Пуассона методом Якоби.

Вычислительные эксперименты проводились в осесимметричной геометрии те-
чения на примере процесса неокислительной конверсии метана [10]. Исследование
сходимости и устойчивости вычислительного алгоритма проведено на сгущающихся
сетках. За счет применения метода локальных итераций для расчета диффузионных
потоков выявлено более высокое быстродействие настоящего алгоритма в сравнении
с алгоритмом на основе интегро-интерполяционного метода [5]. Параллельная реали-
зация с использованием технологии MPI позволяет проводить серийные расчеты за
приемлемое время. Результатом работы программной реализации являются картины
распределения веществ и температурного поля по осесимметричной трубе в процессе
неокислительной конверсии метана.
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Abstract: The work is devoted to the construction of a computational algorithm for
a mathematical model of subsonic flow under the influence of laser radiation, taking
into account viscosity, thermal conductivity and chemical reactions in an axisymmetric
formulation. The principle of splitting by physical processes was applied to develope
the algorithm. The scheme of local iterations based on the ordering of the Chebyshev
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Аннотация: С использованием метода последовательных приближений и свойств
систем ортогональных полиномов Чебышева первого рода предложена матрич-
ная реализация метода коллокации для построения решений нелинейных ин-
тегральных уравнений Фредгольма второго рода. Подынтегральная функция в
рассматриваемых уравнениях представляется в виде частичной суммы ряда по
этим многочленам. В качестве точек коллокации выбираются корни полиномов
Чебышева. Искомые решения находятся путем полиномиальных интерполяций
полученных значений функций в точках коллокации с использованием обратных
матриц, элементы которых записываются на основе ортогональных соотношений
для этих полиномов.

Ключевые слова: метод коллокации, метод последовательных приближений, мно-
гочлены Чебышева, интегральные уравнения

1. Введение

Интегральные уравнения Фредгольма имеют важное значение при моделирова-
нии физических процессов в кинетической теории газов [1], физике плазмы [2], тео-
рии упругости [3]. Поскольку для подавляющего числа нелинейных задач математи-
ческой физики получение аналитического решения не представляется возможным,
то важным аспектом при моделировании является разработка эффективных числен-
ных методов решения нелинейных интегральных уравнений. В течение последних
десятилетий предложены различные методы нахождения численного решения урав-
нений Фредгольма и их реализация [4–6]. В представленной работе предложен новый
подход к построению решения нелинейного интегрального уравнения Фредгольма
второго рода, основанный на методах последовательных приближений и коллокации
при использовании полиномов Чебышева первого рода.

2. Постановка задачи. Общие положения

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

u(x) + \lambda 

b\int 
a

K(x, y, u(y))\mathrm{d}y = f(x), (1)

*Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00381 «Развитие методов
полиномиальной аппроксимации Чебышева для решения нелинейных задач математической физики»

163



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

где u(x) – неизвестная функция (a \leq x \leq b), K(x, y, u(y)) – ядро интегрального
уравнения (1), f(x) – свободный член этого уравнения. Полагаем, что функция f(x)
ограничена, т.е. | f(x)| \leq R (a \leq x \leq b), ядро K(x, y, u(y)) интегрируемо, ограничено:
| K(x, y, u(y))| \leq M (a \leq x, y \leq b), и удовлетворяет условию Липшица [7]

| K(x, y, u) - K(x, y, z)| \leq L| u - z| , (2)

где L – постоянная Липшица, a \leq x, y \leq b.

3. Построение решения уравнения

Решение уравнения (1), ищем, используя метод последовательных приближений
[7], полагая

u(x) = f(x) +
\infty \sum 
i=1

(ui(x) - ui - 1(x)), (3)

где ui(x) удовлетворяют рекуррентному уравнению

ui(x) = f(x) - \lambda 

b\int 
a

K(x, y, ui - 1(y))\mathrm{d}y, i \geq 1. (4)

Для построения решения (4) применяем метод коллокации с использованием по-
линомов Чебышева первого рода и корней этих полиномов в качестве точек кол-
локации. В результате решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода
находятся путем полиномиальных интерполяций полученных значений функций в
точках коллокации с использованием обратных матриц, элементы которых записы-
ваются на основе ортогональных соотношений для этих полиномов.

4. Заключение

В работе предложена реализация метода коллокации для построения решения
интегральных уравнений Фредгольма второго рода с использованием последователь-
ных приближений и корней полиномов Чебышева первого рода в качестве точек кол-
локации. Для построения решений используются свойства этих полиномов и опера-
ций над матрицами. Результаты вычислительных экспериментов показывают эффек-
тивность предложенного подхода к построению решений интегральных уравнений.
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Abstract: Using the method of successive approximations and properties of systems
of orthogonal Chebyshev polynomials of the first kind, a matrix implementation
of the collocation method for constructing solutions of nonlinear Fredholm integral
equations of the second kind is proposed. The integral function in the equations
under consideration is represented as a partial sum of a series over these polynomials.
The roots of Chebyshev polynomials are chosen as collocation points. The desired
solutions are found by polynomial interpolation of the obtained function values at the
collocation points using the properties of inverse matrices, the elements of which are
written based on orthogonal relations for these polynomials.
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Аннотация: В работе рассмотрена модель математической геоэкономики, описы-
вающая линейную эквидистантную цепочку идентичных торговых точек эвансов-
ского типа, продающий некий продукт, причём между этими точками осуществ-
ляется информационный обмен о цене продукта, приводящий к дополнительно-
му её локальному изменению. Показано, что этот обмен информацией порождает
распространение волны цены продукта по этой цепочке.

Ключевые слова: спрос и предложение, метод характеристик, эйлерова и лагран-
жева координаты.

В конце XX века в экономической теории cформировался новый раздел – гео-
экономика, изучающий влияние географических факторов на экономические про-
цессы [1]. К началу второй четверти XXI века в ходе развития геоэкономики стала
очевидной необходимость её математизации. Кроме того, ясно, что при этом надо
принимать во внимание интенсивное развитие информационных технологий. В дан-
ной работе исследуется пример такой задачи математической геоэкономики.

Рассмотрим линейную цепочку, состоящую из 2N+1 одинаковых торговых точек,
продающих некий продукт. Пусть цена этого продукта в n-й точке в момент времени
t равна pn(t) (n =  - N, . . . , N), тогда она удовлетворяет следующему обыкновенному
дифференциальному уравнению [2]:

dpn
dt

= \gamma [\Phi (pn) - \Psi (pn)] , \gamma > 0 , (1)

где \Phi (p) – спрос на этот продукт, а \Psi (p) – предложение этого продукта [2].
Далее, введём теперь в модель (1) механизм обратной связи, обусловленный ин-

формационной составляющей современного общества, а именно, будем считать, что
цена продукта в каждой торговой точке оперативно выставляется в сети Internet,
причём превышение цены pn+1(t) продукта в n+1 - й точке над ценой продукта pn(t)
в n - й точке приводит к уменьшению цены в этой точке:

dpn
dt

= \gamma [\Phi (pn) - \Psi (pn)] - \mu n (pn+1  - pn) , (2)

где \mu n – коэффициент обратной связи, меняющийся, вообще говоря, от точки к точке.

Пусть \mu n =
V (n \delta )

\delta 
, где \delta – расстояние между двумя ближайшими торговыми

точками, а V (x) – фиксированная функция.
Далее, пусть N \gg 1, тогда, обозначив P (n \delta , t) = pn(t), можно свести систему

(2) из 2N + 1 обыкновенных дифференциальных уравнений к одному уравнению в
частных производных на прямой:

\partial P

\partial t
+ V (x)

\partial P

\partial x
= \gamma [\Phi (P ) - \Psi (P )] , P (x, 0) = P0(x) , x \in \BbbR , (3)

где P0(x) – распределение начальной цены продукта вдоль цепочки торговых точек.
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Для того, чтобы решить задачу Коши (3), надо конкретизировать функции спро-
са и предложения.

Выберем их такими же, как в модели Эванса [2]:

\Phi (P ) = a - b P , a > 0 , b > 0 , (4)

и
\Psi (P ) = \alpha + \beta P , \alpha > 0 , \beta > 0 , (5)

причём a > \alpha .
Подставляя функции (4) и (5) в уравнение (3), получим:

\partial P

\partial t
+ V (x)

\partial P

\partial x
=  - \Gamma (P  - P\ast ) , P (x, 0) = P0(x) , (6)

где \Gamma = \gamma (b+ \beta ) и P\ast =
a - \alpha 

b - \beta 
.

Задача Коши (6) решается с помощью метода характеристик [3].
Уравнения еë характеристик имеют вид:

dP

dt
=  - \Gamma (P  - P\ast ) , P | t=0 = P0(y) , (7)

и
dx

dt
= V (x) , x| t=0 = y , (8)

где y \in \BbbR – лагранжева координата [4].
Решение задачи Коши (7) имеет вид:

P = P\ast + (P0(y) - P\ast ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \Gamma t) . (9)

Решение задачи Коши (8) записывается следующим образом:

t =

x\int 
y

d\xi 

V (\xi )
. (10)

Из формулы (10) можно найти связь между лагранжевой координатой y и эйле-
ровой координатой x:

y = Y (x, t) . (11)

Подставив выражение (11) в формулу (9), получим решение задачи Коши (6):

P (x, t) = P\ast (1 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \Gamma t)) + P0(Y (x, t)) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \Gamma t) . (12)

Если V (x) = Vm = const, то из формулы (10) получим, что y = x - Vm t, значит,
распределение цены продукта вдоль цепочки торговых точек равно:

P (x, t) = P\ast (1 - \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \Gamma t)) + P0(x - Vm t) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \Gamma t) . (13)

Из выражения (13) видно, что вдоль цепочки со скоростью Vm бежит экспонен-
циально затухающая ценовая волна, а при t\gg 1/\Gamma по всей цепочке устанавливается
однородное распределение цены продукта: P (x, t) \approx P\ast .

В докладе также представлены графики функции (12), соответствующие другим
выражениям для скорости волны V (x). Однако в этих случаях волны цены продукта
уже будут неоднородными.
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Аннотация: В работе представлено исследование эффективности применения
технологии параллельного программирования OpenMP при моделировании неста-
ционарного процесса в слое катализатора. Химические превращения описаны од-
ной стадией. Математическая модель является системой уравнений в частных
производных. Для нее поставлены краевые условия и заданы начальные дан-
ные. Вычислительный алгоритм построен на основе метода конечных объемов.
Приведен анализ ускорения, полученного для разного количества потоков.

Ключевые слова: окислительная регенерация, математическое моделирование,
вычислительный алгоритм, OpenMP.

Многие технологические процессы в области химии и инженерии требуют мате-
матического моделирования для оптимизации и повышения эффективности. Экспе-
рименты с каждым годом становятся всё более трудоёмкими и дорогими, что делает
вычислительное программирование неотъемлемой частью исследований.

Среди различных методов восстановления каталитической активности особое ме-
сто занимает окислительная регенерация, заключающаяся в выжиге коксовых отло-
жений с помощью кислородсодержащего газа [4]. Для технологической оптимизации
данного процесса можно варьировать такие параметры, как температура выжига и
концентрация кислорода. Однако, стоит отметить, что проведение реального экспе-
римента в условиях горения может привести к нежелательным процессами: перегре-
ву, повреждению катализатора, поэтому математическое моделирование регенерации
катализатора приобретает особую актуальность.

Целью работы является исследование эффективности параллельной реализации
вычислительного алгоритма на основе метода конечных объемов с использованием
технологии OpenMP. Оно проведено на примере математической модели окислитель-
ной регенерации слоя катализатора с одностадийным описанием химических превра-
щений [2]. Выбор OpenMP, позволяющей задействовать процессор для одновремен-
ного решения задачи на нескольких потоках, обусловлен необходимостью ускорения
расчетов на ПК в отсутствии доступа к сети, а также простотой в адаптации после-
довательного кода.

Математическая модель окислительной регенерации слоя катализатора включает
описание процессов в зерне катализатора и его слое. Это приводит к большим раз-
личиям в характерных размерах исследуемых объектов и усложнению требований
устойчивости разностной схемы [7]. Для удовлетворения требований устойчивости
в работе использован явно-неявный алгоритм. Модель предполагает пространствен-
ное разбиение слоя катализатора на ячейки, в каждой из которых ведется интегри-
рование по радиусу осредненного зерна катализатора. Для реализации параллель-
ного счета использована директива omp parallel for в циклах по радиусу зерна и
по длине слоя. Расчеты проведены на ПК, содержащем 6 двухпоточных ядер AMD
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Ryzen 5 2600 3.4GHz. Расчетное время для разных пространственных разбиений по
радиусу и слою катализатора представлено в таблице ниже.

20\times 20 50\times 50 100\times 100

Потоки Время, с Ускорение Время, с Ускорение Время, с Ускорение

1 10.69 1 27.13 1 50.38 1

2 8.52 1.25 19.8 1.37 30.9 1.63

4 7.34 1.45 18.2 1.49 27.38 1.84

6 6.83 1.56 16.74 1.62 22.59 2.23

Проведенные расчеты с изменением размерности сетки показали значительное
повышение производительности с ростом числа ячеек.

Результатом работы является исследовательский код, реализованный на языке
C++ с применением технологии параллельных вычислений OpenMP, являющейся
программной платформой для организации параллельных вычислений с использо-
ванием центрального процессора. Сравнение результатов расчетов последовательных
и параллельных версий программы показало их совпадение. Наиболее эффективное
распараллеливание позволило достичь ускорения выполнения программы в 2 раза.

Предложенный параллельный алгоритм может быть модернизирован для случая
многостадийной кинетики [7], в том числе и для цилиндрической формы зерна [4], и
в дальнейшем использован для отслеживания процессов горения в слое катализатора
при проведении экзотермических реакций [10].
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Abstract: The paper presents a study of the effectiveness of the OpenMP parallel
technology for modeling of a non-stationary process in a catalyst layer. Chemical
transformations are described in one stage. A mathematical model is a system of
partial differential equations. Boundary conditions and initial data has been set for
it. The computational algorithm is based on the finite volume method. An analysis
of the acceleration obtained for a different number of flows is given.
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Аннотация: В настоящей работе рассматривается логистическая модель риска
возникновения сердечно-сосудистых заболеваний. Модель реализована на языке
Python с использованием библиотек в pandas и numpy. Приведена оценка модели.

Ключевые слова: набор данных, логистическая модель, вероятность, оценки ка-
чества, Python.

1. Набор данных

Для построения модели риска возникновения сердечно-сосудистых заболеваний
был использован набор данных из открытого источника Kaggle [1]. Набор содержал
количественные (пол, возраст, вес, рост, артериальное давление) и категориальные
(никотиновая зависимость, употребление алкоголя, занятия спортом, наличие забо-
леваний сердечно-сосудистой системы) данные, собранные со слов 70000 пациентов
на момент медицинского обследования.

Данные были очищены от аномальных значений с помощью вычисления верхнего
и нижнего квантилей, нахождения их разницы с последующим вычислением нижней
и верхней границ данных. Таким образом из 70000 строк осталось порядка 62000,
что является достаточным для дальнейшего анализа.

2. Моделирование и оценка качества

Так как необходимо построить модель риска, по сути вероятность возникно-
вения заболевания, то использовалось следующее регрессионное уравнение (логит-
преобразование):

\sigma (z) =
1

1 + e - z
=

1

1 + e - (\beta 0+\beta 1x1+...+\beta 8x8)
,

здесь x1, x2, ..., x8 — входные признаки приведенные выше, \beta 0, \beta 1, \beta 2, ..., \beta 8 — коэффи-
циенты модели.

Очищенные данные разделили по полу пациентов, это обусловлено наличием су-
щественных физиологических различий. Далее, полученные два набора, разделили
на обучающую и тестовую выбрки и строили две модели для женщин и мужчин
отдельно. Модели обучили с помощью метода LogisticRegression языка програм-
мирования Python.

Получили следующие оценки коэффициентов модели для пациентов-женщин:

\beta 0 =  - 11.4375, \beta 1 = 0.0499, \beta 2 =  - 0.0123, \beta 3 = 0.0178, \beta 4 = 0.0684, \beta 5 = 0.0133,

\beta 6 =  - 0.1327, \beta 7 =  - 0.2361, \beta 8 =  - 0.2587.

Для оценки качества данной модели использовались следующие метрики:
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\cdot доля правильных ответов модели (Accuracy = 0.7137),
\cdot доля объектов, которые действительно принадлежат классу относительно всех

объектов, которые модель отнесла к этому классу (Precision = 0.7478),
\cdot доля истинно положительных классификаций (Recall = 0.6569),
\cdot F-мера, которая является гармоническим средним между Precision и Recall

(F-мера = 0.6994),
\cdot ROC-кривая – доля ложно положительных примеров в сравнении с долей пра-

вильно положительных примеров (area=0.78).
Оценка качества модели показала удовлетворительный результат, учитывая, что

для ее построения использовалось 8 признаков.
Подобная модель реализована авторами в Android-приложении «HLS» [2].
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Аннотация: Для описания динамики линейных расширений квазипериодических
потоков используется метод группового расширения, позволяющий привести си-
стему к треугольному виду. В случае компактной группы это расширение эквива-
лентно проективизации линейной системы. Динамика проективного расшиения
системы описывается в терминах множества вращения, основанного на понятии
асимптотических циклов С. Шварцмана.

Ключевые слова: линейные расширения, групповое расширение, проективное рас-
ширение, вектор вращения, асимптотические циклы.

1. SO(3)-расширение линейной системы

Cистема дифференциальных уравнений

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitx = A(\bfitvarphi )\bfitx , \bfitvarphi \in \BbbR m, \bfitx \in \BbbR 3, (1)

где \bfitvarphi – угловые координаты на торе \BbbT m, A(\bfitvarphi ) – матрица-функция на торе, \bfitomega – вектор
с рационально независимыми компонентами, порождает поток на \BbbT m \times \BbbR 3, который
называется линейным расширением квазипериодического потока.

Динамика системы (1) легко описывается, когда A(\bfitvarphi ) – треугольная матрица.
Систему, не являющуюся треугольной, с помощью минимального группового расши-
рения можно привести к треугольному вилу. Абстрактная теорема о приведении к
треугольному виду произвольног линейного расширения минимального потока при-
надлежит И.У. Бронштейну ( [1], теорема 5.8).

В нашем случае эта процедура выглядит так. Пусть A(\bfitvarphi ) = S(\bfitvarphi ) + R(\bfitvarphi ) раз-
ложение матрицы A(\bfitvarphi ) на симметрическую и антисимметрическую части. Будем
искать такую матрицу Q \in \mathrm{S}\mathrm{O}(3), чтобы замена \bfitx = Q\bfity приводила систему (1) к
треугольному виду:

Q\prime \.Q = Q\prime A(\bfitvarphi )Q - T (\bfitvarphi , Q).

Здесь T (\bfitvarphi , Q) – верхнетреугольная матрица, а символ \prime обозначает транспонирова-
ние. Поскольку матрица Q\prime S(\bfitvarphi )Q симметрическая, то справедливо представление

Q\prime S(\bfitvarphi )Q = D(\bfitvarphi , Q) + P (\bfitvarphi , Q) + P \prime (\bfitvarphi , Q),

где D(\bfitvarphi , Q) – диагональная матрица, P (\bfitvarphi , Q) – верхняя треугольная матрица с ну-
левой диагональю. Положив

T (\bfitvarphi , Q) = D(\bfitvarphi , Q) + 2P (\bfitvarphi , Q),

получаем следующую систему уравнений на \BbbT m \times \mathrm{S}\mathrm{O}(3,\BbbR ) для матрицы Q:

\.\bfitvarphi = \bfitomega , Q\prime \.Q = Q\prime R(\bfitvarphi )Q+ P \prime (\bfitvarphi , Q) - P (\bfitvarphi , Q). (2)
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Поток, определяемый системой (2), имеет минимальные множества. Взяв сужение
этого потока на какое-либо минимальное множество, получим рекуррентное преоб-
разование, приводящее исходную систему к треугольному виду.

Преобразование Q определяется с точностью до произвольного множителя из
подгруппы стабильности SO(2) группы SO(3). Так как S2 = \mathrm{S}\mathrm{O}(3)/\mathrm{S}\mathrm{O}(2), то систе-
ма (2) однозначно определяет поток на \BbbT m \times S2, который называется проективным
расширением квазипериодического потока, построенным по системе (1).

Допустим, что A(\bfitvarphi ) = \Lambda (\bfitvarphi ) +R(\bfitvarphi ), где \Lambda (\bfitvarphi ) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\lambda 1(\bfitvarphi ), \lambda 2(\bfitvarphi ), \lambda 3(\bfitvarphi )), а

R(\bfitvarphi ) =

\left(      
0  - r1(\bfitvarphi )  - r2(\bfitvarphi )

r1(\bfitvarphi ) 0  - r3(\bfitvarphi )

r2(\bfitvarphi ) r3(\bfitvarphi ) 0

\right)      .

Тогда система (2) в сферических координах \bfittheta = (\theta 1, \theta 2) выглядит так\left\{             

\.\bfitvarphi = \bfitomega ,

\.\theta 1 = r1(\bfitvarphi ) - 
\lambda 1(\bfitvarphi ) - \lambda 2(\bfitvarphi )

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2\theta 2 = f1(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2),

\.\theta 2 = r3(\bfitvarphi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 1  - r2(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1 +
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 2

2
(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 \theta 1(\lambda 1(\bfitvarphi ) - \lambda 2(\bfitvarphi )) - \lambda 1(\bfitvarphi ) + \lambda 3(\bfitvarphi )) =

= f2(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2), 0 \leq \theta 1 < 2\pi , 0 \leq \theta 2 < \pi .

(3)
Ясно, что правые части системы определяют векторное поле, которое определено на
торе \BbbT m+2. Такой же вывод можно сделать, рассматривая матрицу A(\bfitvarphi ) с произ-
вольной симметрической частью.

Число минимальных множеств оценивается так. Система

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitx = A(\bfitvarphi )\bfitx , \bfitx \in \BbbC 2 (4)

приводится к треугольному виду с помощью замены \bfitx = U\bfity , где U \in \mathrm{S}\mathrm{U}(2), если U
является решением системы.

\.\bfitvarphi = \bfitomega , U\ast \.U = U\ast R(\bfitvarphi )U + P \ast (\bfitvarphi , U) - P (\bfitvarphi , U),

которая определяет поток на \BbbT m \times \mathrm{S}\mathrm{U}(2). Здесь R\ast (\bfitvarphi ) =  - R(\bfitvarphi ), P (\bfitvarphi , U) – верхне-
треугольная матрица с чисто мнимой главной диагональю. Сужение этого потока на
\BbbT m \times S2 – проективный поток. Согласно теореме 2 из [2] он имеет либо одно, либо
два, либо континуум минимальных множеств. Аналогично заключение справедливо
и для потока, определяемого (3), так как группа SO(3) изоморфна фактор-группе
SU(2)/\{ \pm E\} .

2. Множество вращения cлоя

Пусть \bfittheta (t,\bfitvarphi 0,\bfittheta 0) – решение (3), тогда для любой инвариантной меры \mu по эрго-
дической теореме Биркгофа-Хинчина для почти всех \bfittheta 0 существует предел

\bfitrho \mu = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

F (\bfitvarphi 0 + \bfitomega s,\bfittheta (s,\bfitvarphi 0,\bfittheta 0))ds =

\int 
\BbbT m+2

F (\bfitvarphi ,\bfittheta )d\mu , (5)
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где F (\bfitvarphi ,\bfittheta ) – вектор правых частей (3). Так как F – непрерывное векторное поле
на торе, то предел в (5) существует для всех \bfittheta 0. Легко показать, что \bfitrho \mu = (\rho \mu , 0).
Множество вращения слоя определяется как объединение всех таких векторов \scrR =\bigcup 
\mu \bfitrho \mu .
Численный эксперимент показывает, что множество \scrR состоит из одного векто-

ра. На рис. 1 показан график линейной зависимости от параметра \varepsilon вектора вра-
щения системы (3) c полиномиальной зависимостью от \bfitvarphi . Если система (1) блочно-
диагональна, то множество вращения слоя действительно состоит из одного вектора
(\rho , 0), не зависящего от начальных данных [3].

Рис. 1. Вектор вращения слоя системы (3).

Теорема 1. Множество вращения \scrR состоит из одного вектора (\rho , 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теории С. Шварцмана [4], множество враще-
ния системы (2) состоит из матриц максимальной торической подалгебры алгебры
SO(3), которые имеют вид \left(      

0  - \rho 0

\rho 0 0

0 0 0

\right)      .

Следовательно, учитывая, что определение Шварцмана чисел вращения совпадает с
обычным в случае потоков на торе, получаем

\rho = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

f1(\bfitomega s, \theta 1(s), \theta 2(s)ds, 0 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

f2(\bfitomega s, \theta 1(s), \theta 2(s)ds.

Таким образом, \theta 2(t) = o(t), откуда \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2\theta 2(t) = O(1). Теперь существование числа
вращения \rho , не зависящего от начальных данных, можно доказать, следуя, например,
работе [5].

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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3. Заключительные замечания

Если матрица A(\bfitvarphi ) кососимметрична, система (3) является интегрирумой в квад-
ратурах. В этом случае справедливо следующее утверждение: существует множе-
ство \scrM типа G\delta в пространстве C0(\BbbT m, \mathrm{S}\mathrm{O}(3)) такое, что при A(\bfitvarphi ) \in \scrM поток,
порождаемый системой (3), минимален [6]. Доказательство этого факта существен-
но упрощается, если предположить, что интегралы от квазипериодических функций
r1(\bfitomega t), r2(\bfitomega t), r3(\bfitomega t) не являются квазипериодическими функциями.

Используя известное предсталение матриц из SU(2), можно записать уравнения
проективного расширения системы (4) в сферических координатах. Они являются
уравнениями на торе \BbbT m+2. Поскольку максмальная торическая подалгебра алгеб-
ры SU(2) имеет размерность 1, множество вращения слоя состоит из векторов вида
(\rho , 0). Оптимистическая гипотеза: множество вращения слоя содержит единственный
вектор. В вещественном случае это действительно так.
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УДК 519.6

Субдиффузия переменного порядка: интерпретация

в терминах модели многократного захвата*

Сибатов Р.Т.1,2

НПК «Технологический центр»1

Ульяновский государственный университет2

Аннотация: В рамках модели дисперсионного транспорта с многократным захва-
том было обосновано уравнение аномальной диффузии с производной переменно-
го дробного порядка. Связь полученного уравнения с конкретной физической мо-
делью указывает на численный алгоритм Монте-Карло для его решения. Важной
особенностью модели является изменение плотности энергии локализованных со-
стояний при соблюдении условия детального равновесия между захваченными и
делокализованнымии частицами.

Ключевые слова: аномальная диффузия, дробная производная, многократный
захват, метод Монте-Карло.

1. Введение

Явления аномальной диффузии наблюдаются в различных материалах и систе-
мах [1]. Для описания этих явлений эффективными оказались модели на основе урав-
нений с дробными производными постоянного порядка [2, 3]. Однако, определенные
экспериментальные данные указывают на то, что уравнения дробной диффузии по-
стоянного порядка не обладают достаточной способностью для полного объяснения
сложных диффузионных процессов, параметры которых изменяются во времени,
пространстве и в зависимости от концентраций. Для преодоления этих ограниче-
ний введены уравнения дробной диффузии переменного порядка, в которых поря-
док дробной производной по времени может зависеть от времени, координат и/или
концентрации [4]. Использование таких моделей может быть полезным инструмен-
том для более точного описания и прогнозирования сложных аномальных диффу-
зионных процессов в различных системах. Однако, существуют и некоторые пробле-
мы при использовании уравнений с дробными производными переменного порядка.
Во-первых, численное моделирование на основе таких уравнений требует большего
количества вычислительных ресурсов. Во-вторых, интерпретация самих уравнений
зачастую затруднена. Кроме того, существует потребность в большем числе экспе-
риментальных данных для подтверждения и верификации моделей, основанных на
уравнениях с дробными производными переменного порядка.

Временная производная в субдиффузионном уравнении, порядок которой зави-
сит от координаты, может быть объяснена неоднородностью среды, и соответствую-
щее уравнение диффузии можно вывести в рамках модели случайных блужданий с
непрерывным временем [5]. В данной работе предложен подход к выводу уравнения с
дробной временной производной переменного порядка в рамках модели многократно-
го захвата. Связь этих уравнений с известной физической моделью дисперсионного
транспорта подводит к численному алгоритму Монте-Карло для численного реше-

*Работа выполнена в рамках проекта РНФ (грант 22-11-00036).
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ния, и допускает формулировку физически обоснованных граничных условий.

2. Модель многократного захвата

Переменный порядок дробной производной в уравнении переноса может связан
с вариацией плотности локализованных состояний в модели многократного захва-
та. Поясним подробнее этот случай. Система кинетических уравнений для модели
многократного захвата включает уравнение баланса между локализованными и де-
локализованными частицами:

\partial pt(x, t; \varepsilon )

\partial t
= \omega \varepsilon \rho (\varepsilon ;x, t) f(x, t) - \nu \varepsilon e

 - 
\varepsilon 

kT pt(x, t; \varepsilon ). (1)

и уравнение непрерывности

\partial p(x, t)

\partial t
+

\partial 

\partial x

\biggl[ 
\mu E f(x, t) - D

\partial 

\partial x
f(x, t)

\biggr] 
= N\delta (x)\delta (t), (2)

где \mu и D – подвижность и коэффициент диффузии делокализованных частиц. Под-
разумевается начальное условие p(x, t = 0) = N\delta (x). Здесь f(x, t) и pt(x, t; \varepsilon ) – кон-
центрации делокализованных и захваченных (локализованных) частиц,

p(x, t) = f(x, t) +

\int 
pt(x, t, \varepsilon )d\varepsilon , (3)

а \varepsilon – энергия локализованного состояния.
Предполагается, что детальные условия баланса соблюдены. Решение уравнения

захвата-эмиссии (1) относительно концентрации локализованных частиц имеет вид:

pt(x, t; \varepsilon ) =

t\int 
0

f(x, \tau ) \omega \varepsilon \rho (\varepsilon ;x, \tau ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl\{ 
 - \nu \varepsilon e

 - 
\varepsilon 

kT (t - \tau )

\Biggr\} 
d\tau . (4)

После подстановки этого соотношения в уравнение неразрывности получаем

\partial f(x, t)

\partial t
+
\partial 

\partial t

t\int 
0

f(x, \tau ) Q(t - \tau ;x, \tau )d\tau + \mu E
\partial f(x, t)

\partial x
 - D

\partial 2f(x, t)

\partial x2
= N\delta (x)\delta (t).

Уравнение содержит интегро-дифференциальный оператор с ядром памяти, не обя-
зательно однородным во времени. В случае пространственной неоднородности он
может зависеть от координаты. Выражение для интегрального ядра имеет вид [1]:

Q(t - \tau ;x, \tau ) =

\infty \int 
0

\omega \varepsilon \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\bigl\{ 
 - \nu \varepsilon (t - \tau )e - \varepsilon /kT

\bigr\} 
\rho (\varepsilon ;x, \tau )d\varepsilon .

Подставив в это выражение экспоненциальную плотность состояний с шириной, за-
висящей от времени и координат, можно получить степенное ядро памяти:

Q(t - \tau ;x, \tau ) \sim \omega 0\Gamma (1 + \alpha (x, \tau ))

(\omega 0Nf/Nt)
\alpha (x,\tau )

(t - \tau ) - \alpha (x,\tau ), t - \tau \rightarrow \infty , \alpha (x, \tau ) =
kT

\varepsilon 0(x, \tau )
.

Показатель степени этой степенной асимптотики зависит от времени и координат.
Подразумевается ограничение 0 < \alpha (x, t) \leq 1.
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3. Диффузионное уравнение с производной переменного поряд-
ка

После подстановки вышеприведённого ядра памяти приходим к уравнению для
концентрации свободных носителей, оно имеет вид дробного уравнения переменного
порядка

\partial f(x, t)

\partial t
+ \omega 0

\partial 

\partial t

t\int 
0

\pi \alpha (x, \tau )

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \pi \alpha (x, \tau )

f(x, \tau )

(\nu 0(t - \tau ))\alpha (x,\tau )
d\tau 

\Gamma (1 - \alpha (x, \tau ))
+

+ \mu E
\partial f(x, t)

\partial x
 - D

\partial 2f(x, t)

\partial x2
= N\delta (x)\delta (t). (5)

Для однородного дробного порядка \alpha (t), зависящего только от времени, уравне-
ние для полной концентрации принимает вид:

\partial p(x, t)

\partial t
+ \omega 0

\partial 

\partial t

t\int 
0

\pi \alpha (\tau )

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \pi \alpha (\tau )

\partial p(x, \tau )

\partial \tau 

1

(\nu 0(t - \tau ))\alpha (\tau )
d\tau 

\Gamma (1 - \alpha (\tau ))
+

+ \mu E
\partial p(x, t)

\partial x
 - D

\partial 2p(x, t)

\partial x2
= N\delta (x)\delta (t) +N \omega 0

\pi \alpha (0)

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi \alpha (0)

(\nu 0 t)
 - \alpha (0)

\Gamma (1 - \alpha (0))
.

Таким образом, в рамках модели многократного захвата обосновано дробное
дифференциальное уравнение диффузии переменного порядка. Уравнение содержит
дробную производную по времени, порядок которой может зависеть как от коор-
динаты, так и от времени. Зависимость порядка производной от времени и коорди-
наты вводится путем изменения ширины распределения локализованных состояний
по энергии. Темп локализации зависит от плотности локализованных состояний и
изменяется при изменении функции \rho (\varepsilon ;x, t). Скорость делокализации, как и преж-
де, определяется исключительно значением энергии локализованного состояния. В
линейном приближении предполагается, что концентрация частиц значительно ни-
же пространственной плотности ловушек в образце, а энергия ловушки, в которой
находится захваченная частица, остаётся неизменной при изменении плотности.

Оператор переменного порядка, полученный в рамках модели, имеет вид

D\alpha (t)f(t) =
\partial 

\partial t

t\int 
0

f(\tau )

(t - \tau )\alpha (\tau )
1

\Gamma (1 - \alpha (\tau ))

\pi \alpha (\tau )

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \pi \alpha (\tau )
d\tau , 0 < \alpha (t) \leq 1.

Предложенный вывод не только привел к определенному виду уравнения с дроб-
ной производной переменного порядка, но и позволяет использовать его в качестве
основы алгоритма Монте-Карло для численного решения этого уравнения. Алгоритм
может быть получен адаптацией алгоритма моделирования многократного захва-
та [1].

На рис. 1 представлены результаты моделирования методом Монте-Карло про-
цесса дробной диффузии переменного порядка. Вариация порядка задаётся выраже-
нием:

\alpha = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}

\biggl\{ 
1, 2 - 3/2

1 + \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}[(T  - t)/\theta )]

\biggr\} 
(6)

184



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

(b)

a) b)

Рис. 1. Результаты моделирования дробной диффузии переменного порядка методом
Монте-Карло: a) зависимость среднеквадратического смещения от времени для двух интервалов
перехода дробного порядка: 1 – \theta = 102; 2 – \theta = 103, зависимость \alpha (t) показана на вставке; b)

пространственно-временные траектории частиц для \theta = 103.

с T = 102 и \theta = 102 и 103. Показана временная зависимость среднеквадратического
смещения для двух ширин перехода \theta = 102 и \theta = 103. Зависимость \alpha (t) приведена
на вставке. Пространственно-временные траектории частиц для \theta = 103 и средний
квадрат смещения указывают на переход от нормального диффузионного режима
к аномальной диффузии (субдиффузии). Аномальный режим определяется нели-
нейной зависимостью \langle (\Delta x)2\rangle \propto t\gamma с \gamma < 1 для субдиффузии. Следует отметить,
что переходная область характеризуется субдиффузионным показателем, меньшим
асимптотического значения. Траектории носителей показывают, что с течением вре-
мени распределение времен локализации становится шире и появляются события с
более длительными временами локализации. Это связано с уменьшением порядка
производной, который согласован с показателем степенного распределения времён
локализации в модели случайных блужданий с непрерывным временем [1].

4. Заключение

В рамках модели дисперсионной диффузии с многократным захватом обоснова-
но уравнение с производной переменного дробного порядка. Существенной харак-
теристикой данной модели является изменение плотности энергии локализованных
состояний при соблюдении условия детального баланса между локализованными и
подвижными частицами. Полученное уравнение переноса с дробной производной пе-
ременного порядка может быть полезным для описания переходной аномальной диф-
фузии в гетерогенных материалах, при этом порядок уравнения зависит от выбран-
ного пространственного и/или временного масштаба.
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УДК 519.6

Стохастическое моделирование

хрупкого разрушения материалов

с рывковой динамикой трещин*

Сибатов Р.Т.1,2, Морозова Е.В.2, Тимкаева Д.А.2

НПК «Технологический центр»1,
Ульяновский государственный университет2

Аннотация: Многочисленные эксперименты продемонстрировали, что хрупкое
разрушение материалов обладает масштабно-инвариантными свойствами. На-
блюдается рывковая динамика трещин со случайным импульсным выделением
энергии, распределенной по степенному закону в широком диапазоне значений.
Для описания хрупкого разрушения материалов с масштабно-инвариантными
свойствами предложен случайный процесс, представляющий собой смесь про-
цесса Орнштейна-Уленбека и односторонних полетов Леви, где первый – соот-
ветствует пуассоновскому потоку событий деградации, а второй – описывают пе-
ремежаемую динамику роста трещины. Поток событий приращения длины тре-
щины управляется дробным пуассоновским процессом, а вклад этих событий в
разрушение системы следует степенному закону распределения. Предложен кри-
терий для прогноза гарантированного срока службы материала без разрушения.

Ключевые слова: хрупкое разрушение, случайный процесс, дробная производная,
полёты Леви, перемежаемость.

1. Введение

Множество экспериментов показали, что хрупкое разрушение в материалах про-
являет масштабно-инвариантные свойства [1]. В частности, системы разрушения про-
являют рывковую динамику трещин со случайным импульсным высвобождением
энергии. Распределение энергии этих дискретных событий имеет степенной вид, кото-
рый охватывает множество порядков величины. Эти наблюдения являются общими
для многих материалов. Они не могут быть описаны стандартной теорией непрерыв-
ных сред. На динамику роста трещины оказывают влияние множество физических
процессов, таких как диффузия, пластическая деформация, диссипация энергии и
взаимодействие с окружающей средой. В статье [1] представлен критический обзор
экспериментов и результатов моделирования кинетики роста трещины. Ключевым
результатом является обнаружение универсальных масштабных закономерностей,
независимых как от конкретного материала, так и от условий нагружения, что на-
поминает область критических явлений.

Часто наблюдается [2] также, что подкритический рост трещины носит переме-
жаемый характер. Существуют периоды покоя, во время которых кончик трещины
закрепляется и не движется, а также моменты, когда трещина внезапно открывает-
ся и продвигается на определенное расстояние s. Трещина продвигается скачками,
пока не достигнет критической длины Lc, после чего лист материала разрушается.
Подкритический рост трещины наблюдают путем приложения постоянной силы F

*Работа выполнена в рамках проекта РНФ (грант 22-11-00036).
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так, чтобы значение фактора интенсивности напряжений K(Li) было меньше кри-
тического порога разрушения материала Kc, при превышении которого происходит
быстрое распространение трещины [2].

В данной работе для описания хрупкого разрушения материалов с масштабно-
инвариантными свойствами предложен случайный процесс, который является сме-
сью процесса Орнштейна–Уленбека и односторонних полетов Леви. Первый из них
соответствует пуассоновскому потоку событий деградации, а второй описывает пере-
межаемую динамику роста трещины. Поток событий, вызывающих увеличение дли-
ны трещины, управляется дробным пуассоновским процессом, а влияние этих собы-
тий на разрушение системы подчиняется степенному закону распределения. Также
предложен критерий, позволяющий прогнозировать гарантированный срок службы
материала без разрушения.

2. Перемежаемая динамика трещин и полёты Леви

Дифференциальное уравнение для динамики деградации может быть записано в
следующей форме:

dE =  - \gamma E(t)dt - S(t)dt+G(t)dt. (1)

Здесь E(t) – функция состояния системы (например, прочности), S(t) – функция
мощности нагрузки, приводящей к деградации материала, G(t) – функция восста-
новления, \gamma — параметр деградации. Для описания процесса деградации необходимо
учитывать стохастическую природу процессов разрушения.

Деградация часто может быть описана случайным процессом, описываемым сле-
дующим стохастическим дифференциальным уравнением в смысле Ито:

dEt =  - \gamma Et dt+ \sigma 0dWt. (2)

Здесь Wt – винеровский процесс, и второе слагаемое подразумевает влияние случай-
ных факторов на деградацию, \sigma 0 – параметр интенсивности шума. Уравнение (3) со-
ответствует стохастическому процессу Орнштейна–Уленбека, который является гаус-
совским, марковским и однородным во времени.

Распределение микротрещин в материале с неупорядоченной структурой может
быть статистически описано с использованием функции плотности распределения
p(L, \theta , \varphi ) общего размера трещин L, с учетом направления микротрещин. Для про-
стоты, часто предполагается равномерное макроскопическое пространственное рас-
пределение. Положение совместных трещин определяется их центрами масс. Фрак-
тальная размерность трещины составляет 2 < D < 3. Для максимального размера
трещины обычно выполняется масштабирующее соотношение Lmax \propto s\delta , где s – ли-
нейный размер самого тела, \delta < 1 [3]. В работе Карпинтери и др. обосновано, что
функция плотности вероятности p(L) должна иметь степенную зависимость.

p(L) \sim L - 1 - \gamma , \gamma =
D

\delta 
.

Таким образом, количество дефектов, превышающих размер L, определяется соот-
ношением N(> L) \propto L - \gamma . Последнее выражение идентично функции Гутенберга–
Рихтера. Карпинтери и соавторы отмечают, что значения параметров D и \delta могут
изменяться в процессе повреждения материала.

Важным представляется случай аномальных событий деградации, связанных с
большими скачками. Такие скачки можно описать с помощью распределения Леви
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[7]. Для такого процесса мы используем одномерную версию «расцепленной» модели
CTRW [4] с длинами переходов Rj и временем ожидания Tj, распределенными по
законам с тяжелыми хвостами:

\mathrm{P}\{ \xi > \xi \} \propto \xi  - \alpha , \alpha > 0, r \rightarrow \infty ; \mathrm{P}\{ \tau > t\} \propto t - \beta , \beta > 0, t\rightarrow \infty .

Асимптотическая (t \rightarrow \infty ) функция плотности вероятности p(\xi , t) подчиняется
уравнению дробной диффузии (см., например, [8, 9])

\partial \beta p(\xi , t)

\partial t\beta 
= C

\partial \alpha p(\xi , t)

\partial \xi \alpha 
p(\xi , t) +

t - \beta 

\Gamma (1 - \beta )
\delta (\xi ), 0 < \alpha \leq 2, 0 < \beta \leq 1, (3)

где дробная производная Римана–Лиувилля порядка \beta имеет вид:

\partial \beta p(\xi , t)

\partial t\beta 
=

1

\Gamma (1 - \beta )

\partial 

\partial t

t\int 
0

p(\xi , \tau )d\tau 

(t - \tau )\beta 
.

Записанное дробное уравнение в частных производных соответствует односто-
ронним полетам Леви и имеет следующее решение [9], выраженное через дробно-
устойчивую плотность:

pLF (\xi , t) =
\bigl( 
Ct\beta 

\bigr)  - 1/\alpha 
q+
\bigl( 
\xi (Ct\beta ) - 1/\alpha ;\alpha , \beta 

\bigr) 
. (4)

Выражение можно записать через односторонние устойчивые плотности Леви

pLF (\xi , t) =
\bigl( 
Ct\beta 

\bigr)  - 1/\alpha 
\int \infty 

0

g
(\alpha )
+

\Bigl( \bigl( 
Ct\beta 

\bigr)  - 1/\alpha 
\xi \tau \beta /\alpha 

\Bigr) 
g
(\beta )
+ (\tau )\tau \beta /\alpha d\tau . (5)

Здесь g(\beta )+ (\tau ) – односторонняя устойчивая плотность Леви, определяемая ее преоб-
разованием Лапласа \~g

(\beta )
+ (s) = \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - s\beta ).

3. Cмесь процесса Орнштейна–Уленбека и односторонних по-
летов Леви

Мы рассматриваем процесс деградации как смесь процесса Орнштейна–Уленбека
(соответствующего нормальной деградации) и односторонних полетов Леви (связан-
ных с редким потоком экстремальных деструктивных событий). Из-за степенного
распределения временных интервалов между резкими приращениями длины уста-
лостной трещины мы предлагаем заменить управляющий процесс на дробный пуас-
соновский процесс, что приводит к односторонним полетам Леви. Вклад этих собы-
тий в разрушение системы следует степенному закону распределения. В интервалах
между этими событиями процесс деградации описывается марковским процессом –
процессом Орнштейна–Уленбека.

Для процесса Орнштейна–Уленбека распределение имеет вид:

\rho OU(E, t) =

\sqrt{} 
\gamma 

\pi \sigma 2
0(1 - e - 2\gamma t)

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl[ 
 - \gamma 

\sigma 2
0

(E  - \mu (1 - e - \gamma t) - E0e
 - \gamma t)2

1 - e - 2\gamma t

\Biggr] 
. (6)

Распределение для смешанного процесса будет задано свёрткой распределений
(5) и (6) с учётом соответствующих весов.
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В работе обоснован критерий гарантированного срока службы tf , который можно
записать в виде уравнения

E\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} = E0e
 - \gamma tf +

g

\gamma 

\bigl( 
1 - e - \gamma tf

\bigr) 
 - \eta \theta 

\sqrt{} 
\sigma 2

2\gamma 
(1 - e - 2\gamma tf ) - \Delta \theta (tf ).

Здесь \eta \theta – коэффициент, определяемый уровнем вероятности \theta обнаружить гауссову
случайную величину \phi в интервале с границами \=\phi \pm \eta \theta 

\sqrt{} 
\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}(\phi ), \Delta \theta (tf ) – ширина

одностороннего дробного устойчивого распределения (4), соответствующего вероят-
ности \theta = P (\xi < \Delta \theta (tf )). Величина E\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} соответствует минимальному значению
допустимой прочности материала.

4. Заключение

Многочисленные экспериментальные исследования продемонстрировали, что хру-
пкое разрушение материалов проявляет масштабно-инвариантные свойства, напри-
мер, характеризуется рывковым характером трещин со случайным импульсным вы-
свобождением энергии со степенным распределением. Для описания хрупкого разру-
шения материалов с рывковой динамикой трещин предложена модель стохастической
смеси процесса Орнштейна–Уленбека и односторонних полетов Леви, где первый из
них соответствует пуассоновскому потоку «мелких» событий деградации, а второй
описывает перемежаемую динамику роста трещины. Введён критерий для гаранти-
рованного срока службы системы.
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Abstract: Numerous experiments have demonstrated that brittle fracture of materials
exhibits scale-invariant properties. There is a jerky dynamics of cracks with random
impulsive energy releases. The energies of these individual events follow a power law
distribution, covering a wide range of values. A stochastic process has been proposed
to describe brittle fracture of materials with scale-invariant properties, representing
a mixture of the Ornstein–Uhlenbeck process and one-sided Lévy flights. The former
corresponds to a Poisson flow of degradation events, while the latter describes the
intermittent dynamics of crack growth. The flow of crack length increment events is
governed by a fractional Poisson process, and the contribution of these events to the
failure of the system follows a power law distribution. A criterion has been proposed
to predict the guaranteed service life of the material without failure.
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Аннотация: Работа посвящена построению вычислительного алгоритма для ис-
следования химически реагирующих дозвуковых вязких потоков. Для описа-
ния течений используется многокомпонентная система уравнений Навье-Стокса
в приближении малых чисел Маха, дополненная системой уравнений химической
кинетики. Алгоритм для данной модели разработан на основе метода расщепле-
ния по физическими процессам. Шаг по времени выбирается из условия устойчи-
вости для гиперболической части системы за счет проведения итераций внутри
одного шага по времени для расчета диффузии, вязкости, теплопроводности и
динамической составляющей давления. Проведенные расчеты на последователь-
ности сгущающихся сеток показали сходимость алгоритма.

Ключевые слова: дозвуковое течение, химически активные потоки, вычислитель-
ный алгоритм.

Разработка вычислительных алгоритмов для дозвуковых многокомпонентных те-
чений с учетом вязкости, теплопроводности и химических превращений в настоящее
время является актуальным направлением вычислительной математики. В первую
очередь это связано со сложностью их построения – процессы, обязательные к опи-
санию, сложны и многофакторны, они обладают существенно различающимися ха-
рактерными временами. Зачастую такие течения описываются уравнениями Навье-
Стокса с различными модификациями [1, 2]. Для решения систем успешно апроби-
рована практика построения вычислительных алгоритмов на основе расщепления по
физическим процессам [3]. Шаг интегрирования по времени в данных схемах опреде-
ляется, как правило, из условия устойчивости для параболической части уравнений.

При повышении температуры газовых потоков и включении в расчеты ради-
кально-цепных химических реакций коэффициенты диффузии и теплопроводности
существенно возрастают. Это накладывает серьезные ограничения на временной шаг
при интегрировании уравнений и приводит к значительному увеличению времени,
необходимого для численного моделирования практических задач.

В настоящей работе разработан алгоритм, расчет в котором ведется с шагом по
времени, ограниченным условием устойчивости для гиперболической части задачи,
а для расчета параболической части, включающей процессы диффузии, вязкости
и теплопроводности, используется итерационный процесс внутри общего расчетного
шага. Численный алгоритм в рамках одного шага по времени разбивается на решение
уравнений химической кинетики, решение гиперболической части уравнений, реше-
ние параболической части, решение уравнения эллиптического типа для нахождения
давления.

Для тестирования построенного алгоритма решена задача конверсии метана в
*Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект № 23-21-002,

https://rscf.ru/project/23-21-00202/.
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двумерной постановке. Проведены расчеты на последовательности сгущающихся се-
ток, показавшие устойчивость построенного алгоритма. Проведено сравнение резуль-
татов расчетов построенного алгоритма с ранее разработанным, в котором шаг по
времени рассчитывается исходя из условия устойчивости явной схемы для решения
уравнений параболического типа [4]. Получено хорошее совпадение результатов рас-
четов при более высокой скорости работы нового алгоритма, предлагаемого в данной
работе.
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Abstract: The work is devoted to the construction of a computational algorithm for
the study of chemically reacting subsonic viscous flows. A multicomponent system
of Navier-Stokes equations with the Low Mach numbers approximation is used to
describe the flows. It is supplemented by a system of chemical kinetics equations.
The algorithm for this model has been developed based on the method of splitting
by physical processes. The time step is selected from the stability condition for
the hyperbolic part of the system by iterating within one time step to calculate
diffusion, viscosity, thermal conductivity and the dynamic component of pressure.
The calculations performed on a sequence of thickening grids showed the convergence
of the algorithm.
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Итерационные методы решения квадратичных

интегральных уравнений I рода

Тында А.Н.
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Аннотация: Работа посвящена построению численных методов решения квад-
ратичных интегральных уравнений Вольтерра. Предложены два итерационных
численных метода, один из которых основан на линеаризации интегрального опе-
ратора по модифицированной схеме Ньютона-Канторович, а второй содержит
параметр регуляризации и обладает сглаживающими свойствами.

Ключевые слова: квадратичные интегральные уравнения, численные метод, ли-
неаризация, регуляризация.

В начале прошлого столетия итальянским математиком Вито Вольтерра было
введено [1] понятие интегро-степенного ряда

y(t) =
\infty \sum 
n=1

t\int 
0

\cdot \cdot \cdot 
t\int 

0

Kn(t, s1, s2, . . . , sn)
n\prod 
k=1

x(sk)dsk, t \in [0, T ]. (1)

В развернутом виде

y(t) =

t\int 
0

K1(t, s)x(s)ds+

t\int 
0

t\int 
0

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2+

+

t\int 
0

t\int 
0

t\int 
0

K3(t, s1, s2, s3)x(s1)x(s2)x(s3)ds1ds2ds3 + \cdot \cdot \cdot , t \in [0, T ].

(2)

Запись (1) можно рассматривать как математическую модель вида «вход-выход»
для нелинейной динамической системы. В этом случае ядра K1(t, s), K2(t, s1, s2), . . .
играют роль переходных характеристик, учитывающих динамические нелинейности
системы с одним входом x(t) и одним выходом y(t).

Моделирование различных нелинейных динамических объектов с помощью поли-
номов Вольтерра основывается на теореме Фреше, которая является континуальным
аналогом теоремы Вейерштрасса об аппроксимации непрерывной функции много-
членами.

Основные направления исследований:
\cdot задачи идентификации;
\cdot исследование полилинейных интегральных уравнений.
Частные случаи:
1. N = 1. Классическое линейное интегральное уравнение Вольтерра I рода.

t\int 
0

K1(t, s)x(s)ds = y(t), t \in [0, T ]. (3)

196



XI Международная научная молодежная школа-семинар

”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 26-28 июля 2024

2. N = 2. Квадратичное (билинейное) интегральное уравнение Вольтерра.

t\int 
0

K1(t, s)x(s)ds+

t\int 
0

t\int 
0

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2 = y(t), t \in [0, T ]. (4)

Классические уравнения вида (3) с различного рода ядрами в различных про-
странствах достаточно хорошо изучены, разработан широкий спектр методов с ре-
гуляризацией [2].

Уравнения с ядрами, терпящих разрывы вдоль семейства гладких кривых (слабо-
регулярные уравнения Вольтерра I рода), классифицированы Д.Н. Сидоровым [3,4] и
активно изучались многими авторами в течение последнего десятилетия [5,6]. Моде-
ли Вольтерра с такими ядрами находят применение при моделировании различных
динамических процессов, включая системы накопителей энергии [6].

Среди работ, посвященных изучению интегральных уравнений вида (4), необхо-
димо отметить серию работ А.С. Апарцина [7, 8].

Настоящая работа посвящена разработке численных схем решения квадратично-
го интегрального уравнения Вольтерра (4). Предлагается два итерационных числен-
ных метода, один из которых основан на линеаризации интегрального оператора, а
второй обладает сглаживающими свойствами.
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Abstract: The paper is devoted to the construction of numerical methods for solving
quadratic integral Volterra equations. Two iterative numerical methods are proposed,
one of which is based on the linearization of the integral operator according to
the modified Newton-Kantorovich scheme, and the second contains a regularization
parameter and has smoothing properties.
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О численной реализации прямой кинетической

задачи расчета конверсионной кривой для процессов

радикальной полимеризации
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Аннотация: В работе приводится математическая модель процесса радикальной
полимеризации, используемая для расчета конверсионной кривой. Анализирует-
ся способ ее решения и дается рекомендация к численным алгоритмам поиска,
при этом указывается круг проблем, возникаюших при использовании готовых
алгоритмов.

Ключевые слова: радикальная полимеризация, конверсия, математическая мо-
дель.

1. Введение

Исследование процессов радикальной полимеризации может вестись как эмпи-
рическими [1], так и аналитическими методами [2]. В свою очередь, аналитические
методы ограничиваются лишь узким кругом идеальных моделей, поскольку их при-
менение крайне затруднено в силу сложности самих математических моделей про-
цесса. Чаще всего решение ищется численными методами, но и здесь есть ряд про-
блем, возникающих при использовании алгоритмов поиска обратных задач: безуслов-
ная оптимизация и жесткость систем дифференциальных уравнений. Обойти первую
проблему удается введением дополнительных условий на значения искомых парамет-
ров, но вторая зачастую требует применения не готовых алгоритмов, доступных в
имеющихся приложениях, а использования особенных подходов, конкретизирующих
решение.

2. Постановка задачи

В рассмотрение вводится кинетическая схема процесса радикальной полимериза-
ции, проходящая в пять стадий: инициирование активных центров полимеризации,
роста активной цепи, передачи активной цепи на мономер, рекомбинации и диспро-
порционирования. Каждая стадия протекает согласно своему закону взаимодействия
глобул полимера [3].

Интересующая конверсионная кривая может быть получена из следующей систе-
мы:

\mathrm{d}I

\mathrm{d}t
=  - kiI

\mathrm{d}M

\mathrm{d}t
=  - (kM + kp)MCa (1)

\mathrm{d}Ca
\mathrm{d}t

= kiI  - (krec + kdisp)C
2
a
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Начальные данные для системы (1) имеют вид:

I(0) = I(0),M(0) =M (0), Ca(0) = C(0)
a (2)

Константы скорости ki и kM зависят от температуры по закону Аррениуса:

k = k0 \cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\biggl( 
 - Ea
RT

\biggr) 
. (3)

Константы скорости стадий бимолекулярного обрыва krec и kdisp зависят от тем-
пературы по измененной аррениусовской зависимости:

k\ast = k \cdot \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\bigl( 
 - c1U  - c2U

2  - c3U
3
\bigr) 
. (4)

Требуется решить систему дифференциальных уравнений (1) с начальными дан-
ными (2) с учетом известных зависимостей (3)-(4).

В силу зависимости констант не только от температуры процессы и конверсии
мономера, система дифференциальных уравнений (1) становится достаточно жест-
кой и требует непростых алгоритмов решения.

3. Методика решения

Одним из кажущихся простыми способов решения системы (1)-(2) является при-
менение неявных численных методов, реализованных в существующих известных ма-
тематических пакетах. Они дают, но к сожалению, не предоставляют качественного
анализа. Здесь необходимо отметить, что процесс радикальной полимеризации сло-
жен из-за сменяющих друг друга стационарного и нестационарного режимов. Именно
точки переключения режимов и являются целью анализа конверсионной кривой.

Для успешного согласования химической и математической сторон процесса, для
анализа был использован подход, описанный в работе [3]. Он предоставляет возмож-
ность слежения за динамикой процесса и за точками переключения.

В основе подхода матрица значимости каждого компонента системы (1) в каждый
момент времени:

Z(t) =

\left(      
\mathrm{d}I
\mathrm{d}t

|  - kiI 0 0

\mathrm{d}M
\mathrm{d}t

| 0  - (kM + kp)MCa 0

\mathrm{d}Ca

\mathrm{d}t
| kiI 0  - (krec + kdisp)C

2
a

\right)      (5)

При падении значимости компонента системы (1) соответствующий элемент мат-
рицы обнуляется, вид матрицы меняется, что означает смену режима работы про-
цесса.
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Компьютерное моделирование биомимитического

закона отслеживания скрытых структур

Чеботарева В.Ю.
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Аннотация: В статье представлены результаты компьютерного моделирования
алгоритма, вдохновленного биологическими системами. Мобильный робот типа
автомобиля Дубинса перемещается по плоской поверхности с неизвестным ска-
лярным полем. Робот оснащен двумя датчиками, измеряющими значения поля
в текущем положении. Алгоритм напраяляет робота к точкам максимальных
значений поля. В случае, когда эти точки образуют кривую, робот способен сле-
довать этой кривой. В данной статье приведены результаты компьютерного мо-
делирования данного метода. Моделирование подтверждает способность робота
отслеживать структуру без оценки градиента.

Ключевые слова: мобильный робот, автономная навигация, компьютерное моде-
лирование, отслеживание кривой.

1. Введение

Когда аргентинские муравьи движутся по феромононным тропам, они передви-
гаются с почти постоянной скоростью и регулируют свое движение с помощью по-
воротов, скорость которых ограничена [2]. Классической моделью такого поведения
является так называемая машина Дубинса (1):

\.x = v \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta , \.\theta = u, x(0) = xin, (1)

\.y = v \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta , | u| \leq u, y(0) = yin, \theta (0) = \theta in.

Здесь x, y – это декартовые координаты характерной точки робота, v > 0 – это
постоянная скорость движения, \theta задает направление движения, u – это угловая ско-
рость поворота, и u – верхняя граница ее абсолютного значения. Модель (1) отражает

способность робота следовать по любому пути с радиусом кривизны R =
v

u
, а так

же его неспособность справиться с большим искривлением. Управление формиру-
ется исходя из значений, полученных с датчиков. L – значения с левого датчика, а
R – с правого. Робот выбирает поворот в сторону величины, которая является наи-
большей среди L и R. В формировании выхода также участвует и стохастическая
компонента, так что для более реалистичной модели добавляется случайное слагае-
мое \zeta . Тогда поведение робота также случайно, когда концентрации феромонов L и
R почти равны между собой или обе равны нулю. Следующие формулы являются
предположением биологов о том, как работает сенсорика муравьев [2]:

u = u \cdot sgn(L - R), (2)

L =

\int 
P [r +R(\theta )z]\mu L(dz) R =

\int 
P [r +R(\theta )z]\mu R(dz), (3)

где r – положение робота, z – локальные координаты датчика, L – значение поля
слева, R – значение поля справа, \zeta – случайная компонента, P (x, y) – значение поля
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в точке с координатами (x, y), R(\theta ) – матрица поворота на угол \theta , \mu L(dz) и \mu R(dz) –
заданные конечные ненулевые меры Бореля.

Для моделирования поля, соответствующего данным критериям была взята фор-
мула (4), \sigma – параметр, характеризующий быстроту убывания поля по мере удаления
от точек максимума, d – расстояние от точки r до отслеживаемой структуры, в ка-
честве которой рассматривается кривая на плоскости.

P (x, y) = f(d) = e - \sigma \cdot d
2

. (4)

2. Компьютерное моделирование

В тестах использовались параметры v = 0.6 см/с и u = 0.6 рад/с. Измерения
поля зашумлены случайным сигналом, равномерно распределенным по интервалу [-
0.1\diamond ; 0.1\diamond ], где \diamond – единица измерения значения поля. Поле определяется по формуле
(4), \sigma = 0.1 см - 2. Управление обновляется каждые 200 мс. Траектория робота и кри-
волинейная структура изображены синим и оранжевым соответственно, начальное
положение робота показано красным крестиком (рис. 1-3).

Рис. 1. Отслеживание структуры при разных начальных углах

Рис. 2. Отслеживание окружности Рис. 3. Отслеживание фигуры Лиссажу

В первой серии экспериментов проверялась способность робота находить струк-
туру при разном начальном направлении. Рис. 1 иллюстрирует структуру представ-
ленную прямой. Робот стартует из точки x = 0.0 см, y = 10.0 см, начальный угол \theta 
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выбирался от 0\circ до 360\circ с шагом 45\circ . Видно, что существуют такие начальные на-
правления, из которых выйти на структуру роботу не удается. Это можно объяснить
тем, что робот находится на таком расстоянии от прямой, при котором в определен-
ных начальных направлениях значения поля, измеряемые датчиками меньше, чем
шум в датчиках. Из-за этого робот управляется только шумом. При этом при благо-
приятных углах роботу удается выйти на структуру и отслеживать ее.

На рис. 2 изображена окружность радиуса 10 см с центром в начале координат;
робот начинает с координатами x = 0.0 см, y = 15.0 см, \theta = 45\circ . Несмотря на то,
что робот в начальный момент направлен от окружности, ему удается развернуться
и двигаться в направлении структуры, после чего отслеживать ее. По сравнению с
экспериментом, изображенном на рис. 1 начальная точка робота расположена ближе
к структуре. Также, такое поведение робота можно объяснить наличием шумов в
датчиках, которые могут помочь ему повернуть в нужном направлении, если значе-
ния в правом и левом датчиках примерно одинаковы.

В случае, представленном на рис. 3, криволинейная структура описана фигурой
Лиссажу. Робот имеет следующие начальные координаты: x = 12.0 см, y = 5.0 см,
начальный угол \theta = 0\circ . Как и в предыдущем случае роботу удается развернуться
по направлению к фигуре и отслеживать ее из-за близкого расположения начальной
точки к структуре. Интересно, что даже несмотря на имеющееся самопересечение
фигуры Лиссажу, робот отслеживает структуру и не сбивается с пути.

3. Заключение

Таким образом, проведенные эксперименты демонстрируют способность закона
навигации успешно находить и отслеживать кривые, образованные точками максиму-
ма поля. Закон находит почти оптимальные пути к структурам. Эксперименты пока-
зали, что успешность применения метода зависит от начальных условий, в частности
от начального угла робота. В будущем предполагается улучшить закон управления
и обеспечить его сходимость при любых значениях начального угла ориентации.
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Abstract: The article presents the results of computer simulations of an algorithm
inspired by biological systems. A mobile robot of the Dubins-car type moves on a flat
surface with an unknown scalar field. The robot is equipped with two sensors that
measure the field values at their current positions. The algorithm directs the robot
to the points of maximum field values, and in the case where a curve of maximum
values is formed, the robot is capable of following this curve. The article includes the
results of computer simulations of this method, confirming the robot’s ability to track
the structure without gradient estimation.
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Аннотация: В статье предложена математическая модель гибридной рекомен-
дательной системы для выбора товаров магазина электроники. Данная модель
основывается на результатах рекомендаций аддитивной рекомендательной систе-
мы, системы TF-IDF, меры Жаккара и коэффициента корреляции Пирсона.

Ключевые слова: гибридные рекомендательные системы, коллаборативная филь-
трация, контент-ориентированный подход, магазин электронной техники, адди-
тивная система, TF-IDF, косинусное сходство, мера Жаккара, корреляция Пир-
сона.

1. Исследование проблемы

В наше время выбор товаров и услуг стал непростой задачей для потребителя из-
за разнообразия предложений на рынке. Оценка покупателями всех характеристик
и качеств товаров не всегда возможна, что затрудняет определение их соответствия
потребностям и ожиданиям. В таких ситуациях приходят на помощь рекомендатель-
ные системы, помогая покупателям принимать обоснованные решения и экономить
свое время.

Специализированные магазины электронной техники представляют собой ориги-
нальные торговые площадки, обладающие обширным ассортиментом продукции. Это
обилие выбора создает необходимость в разработке математической модели персо-
нальной рекомендательной системы для оптимизации процесса выбора товаров среди
многочисленных предложений.

Разработанная математическая модель гибридной рекомендательной системы вк-
лючает методы контентно-ориентированной рекомендательной системы и методы
коллаборативной фильтрации. Суть контентно-ориентированной рекомендательной
системы состоит в том, что если пользователь купил один из схожих товаров, то ему
будут рекомендовать другие аналогичные товары. Методы коллаборативной филь-
трации состоят в том, что если один из схожих по интересам пользователей купил
какой-то товар, то другому пользователю будет рекомендоваться данный товар [1].

2. Математическая модель гибридной рекомендательной систе-
мы

Структура гибридной рекомендательной системы заключается в использовании
результатов работы аддитивной рекомендательной системы, системы TF-IDF, меры
Жаккара и коэффициента корреляции Пирсона [2,3]. Общая схема представлена на
рис. 1.
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Рис. 1. Модель гибридной рекомендательной системы

Аддитивная (контентно-ориентированная) рекомендательная система представ-
ляет собой персональную накопительную систему подсчета баллов за проявленный
к определенным категориям товара интерес(просмотр страницы и категории товара,
новостей и т.д.). При покупке товара происходит уменьшение рейтинга этой катего-
рии. Таким образом формируется категория с максимальным рейтингом, товары из
которой и будут предложены покупателю.

Алгоритм TF-IDF основан на описании товаров, которые будут преобразованы в
векторы, после чего их можно сравнивать с помощью косинусного сходства.

Сходство Жаккара – это мера, которая показывает, насколько схожи два набора
данных. В данном контексте каждый пользователь представляет собой набор това-
ров, которые он просмотрел. Сравнение двух пользователей осуществляется путем
сравнения их наборов товаров.

Корреляция Пирсона измеряет степень линейной зависимости между двумя пе-
ременными. В данном контексте переменные представляют собой оценки, выставлен-
ные пользователями товарам. Система вычисляет коэффициент корреляции между
оценками текущего пользователя и других пользователей, чтобы определить степень
их схожести. Затем на основе схожих пользователей система рекомендует товары, ко-
торые они высоко оценили, но текущий пользователь еще не видел.

В результате работы трех вышеописанных рекомендательных систем происходит
формирование массивов рекомендуемых товаров (на данном этапе пока не использу-
ется аддитивная рекомендательная система).

Начальный рейтинг формируется методом ранжирования по убыванию для каж-
дой рекомендательной системы. Самый приоритетный товар получает максимальный
рейтинг. Далее формируется единый массив рекомендаций, состоящий из объедине-
ния товаров и их рейтингов (для примера возьмем количество товаров N = 9 для
вывода покупателю). Схема гибридной рекомендательной системы представлена на
рис. 2.

Если при объединении в один массив товар встречается повторно, то его рей-
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Рис. 2. Объединение товаров и их рейтингов

тинг увеличивается на +4. И так с каждым повторяющимся товаром. Товар-дубль
удаляется, чтобы в гибридной рекомендательной системе каждый товар встречался
только один раз.

Далее для каждого товара из единого массива рекомендаций корректируем рей-
тинг товара, добавляя к предыдущему значению индекс, соответствующий номеру
категории в топ-категорий, полученных в результате работы аддитивной рекоменда-
тельной системы:

Rcor = R + Im,

где R – рейтинг товара, Im = i \in (1, . . . ,m), m соответствует максимальному коли-
честву категорий в топе.

Если выбраны 4 топ-категории, и данный товар относится к самой востребован-
ной, то Im = m = 4, и к значению рейтинга добавляется 4.

Дальше следует сортировка товаров по итоговому рейтингу по убыванию. Сле-
дует оставить лишь топ-N товаров, которые будут составлять список товаров с вы-
сочайшим рейтингом.

Последний шаг для получения релевантных рекомендаций состоит в отбрасы-
вании (10% \cdot N)-элементов, а вместо них добавлении случайных товаров из топ-
категорий, которых нет в итоговом рейтинге. Это делается для максимально широ-
кой линейки предлагаемых товаров.

Таким образом модель гибридной рекомендательной системы, основанная на ре-
зультатах работы нескольких рекомендательных систем, позволит нивелировать их
недостатки (холодный старт, повторное предложение уже купленных товаров, отсут-
ствие индивидуальных рекомендаций) и получить в результате персонализированные
релевантные рекомендации товаров магазина электроники.
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К вопросу об исследовании вынужденных колебаний
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Аннотация: В настоящей работе методом Ляпунова-Шмидта исследуется мате-
матическая модель колебаний в цепочке трех связанных осцилляторов вблизи
резонанса с малым параметром при условии, что на систему действует внешняя
периодическая сила с двумя соизмеримыми частотами. Разработанный на основе
метода Ляпунова-Шмидта алгоритм реализован в математической библиотеке
SymPy Python. Приведен пример, который показывает, что если специальным
образом подобрать параметры малого возмущения, то компоненты решения воз-
мущенной системы имеет полюс в точке \varepsilon = 0.

Ключевые слова: цепочка связанных осцилляторов, вынужденные колебания, пе-
риодические решения, малый параметр, метод Ляпунова-Шмидта, резонанс.

В работах [1–3] приведены результаты исследования вынужденных колебаний од-
ного и двух связанных осцилляторов вблизи резонанса с малым параметром методом
Ляпунова-Шмидта [4].

В настоящей работе исследуется математическая модель колебаний в цепочке
трех связанных осцилляторов [5]\left\{     

m\"q1 =  - (k1 + k2)q1 + k2q2 + F (t),

m\"q2 = k2q1  - (k2 + k3)q2 + k3q3,

m\"q3 = k3q2  - (k3 + k4)q3,

(1)

где qi (i = 1, ..., 3) – обобщенные координаты, ki > 0 (i = 1, ..., 4) – коэффициенты
жесткости пружин, m – масса каждого осциллятора, F1(t) – внешняя периодическая
сила, действующая по следующему закону

F (t) = r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(p1t+ \theta 1) + r2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(p2t+ \theta 2), (2)

где ri, \theta i, pi \in \BbbR , (i = 1, 2), p1 = \alpha p2, \alpha \in \BbbZ .
Предполагая, что в системе (1) для коэффициентов жесткости пружин справед-

ливы формулы
ki = k +mdi\varepsilon , i = 1, ..., 4,

где di – некоторые вещественные параметры, \varepsilon – малый вещественный параметр, и
вводя новую переменную

\omega 2
0 = 4

k

m
,
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систему (1) можно записать в виде\left\{               

\"q1 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d1 + d2)\varepsilon 

\biggr) 
q1 +

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q2 +

1

m
F (t),

\"q2 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q1  - 

\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d1 + d2)\varepsilon 

\biggr) 
q2 +

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d3\varepsilon 

\biggr) 
q3,

\"q3 =  - 
\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d2\varepsilon 

\biggr) 
q1  - 

\biggl( 
\omega 2
0

4
+ d3\varepsilon 

\biggr) 
q2  - 

\biggl( 
\omega 2
0

2
+ (d3 + d4)\varepsilon 

\biggr) 
q3.

(3)

Сформулируем задачу для системы (3) [4]: при достаточно малых вещественных
\varepsilon найти 2\pi 

p1
– периодическое решение \{ qi(t, \varepsilon )\} 3i=1 системы (3). Если найденное решение

удовлетворяет условию qi(t, 0) = Qi(t), где \{ Qi(t)\} 3i=1 есть
2\pi 
p1
– периодическое решение

системы \left\{                 

\"Q1 =  - \omega 
2
0

2
Q1 +

\omega 2
0

4
Q2 +

1

m
F (t),

\"Q2 =
\omega 2
0

4
Q1  - 

\omega 2
0

2
Q2 +

\omega 2
0

4
Q3,

\"Q3 =
\omega 2
0

4
Q2  - 

\omega 2
0

2
Q3,

(4)

то поставленную задачу будем называть задачей Пуанкаре, а найденное решение –
решением задачи Пуанкаре.

Будем предполагать, что для системы (4) выполняется условие резонанса, а,
именно, одна из собственных частот совпадает с одной из внешних частот колебаний.

Для нахождения 2\pi 
p1
–периодического решения к системе (3) применен метод Ля-

пунова-Шмидта, изложенный в [3]. В качестве примера рассмотрена система (3) со
следующими параметрами

k = 2, m = 1, p1 = 2, p2 = 4,

d1 =  - 1, d2 = 2, d3 =  - 2, d4 = 1.
(5)

В этом случае частоты собственных колебаний системы (4) равны

\omega 1 = 2, \omega 2 =

\sqrt{} 
4 + 2

\surd 
2, \omega 3 =

\sqrt{} 
4 - 2

\surd 
2

и выполняется условие резонанса \omega 1 = p1 = 2.
В результате проведения вычислительного эксперимента в математической биб-

лиотеке SymPy Python для системы (1) с параметрами (5) получены следующие
компоненты \pi -периодического решения

q1(t, \varepsilon ) =  - 1

8 \varepsilon 2

\Bigl( 
2
\surd 
2 \varepsilon 2  - 4 \varepsilon +

\surd 
2
\Bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 1(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2),

q2(t, \varepsilon ) =  - 1

8 \varepsilon 

\Bigl( \surd 
2 \varepsilon + 1

\Bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 2(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2), (6)

q3(t, \varepsilon ) =

\surd 
2

8 \varepsilon 2
\bigl( 
1 - 2\varepsilon 2

\bigr) 
r1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(2t+ \theta 1) + r2 \eta 3(\varepsilon ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(4t+ \theta 2),

где \eta i(\varepsilon ) (i = 1, ..., 3) – некоторые непрерывные функции аргумента \varepsilon в достаточно
малой окрестности нуля.
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Из формул (6) следует, что компоненты qi(t, \varepsilon ) \pi -периодического решения систе-
мы (1) удовлетворяют следующим условиям:

1) компоненты qi(t, \varepsilon ) непрерывно зависят от параметров rk, \theta k (k = 1, 2) внешних
сил (2);

2) компоненты q1(t, \varepsilon ) и q3(t, \varepsilon ) имеет полюс второго порядка в точке \varepsilon = 0;
3) компонента q2(t, \varepsilon ) имеет полюс первого порядка в точке \varepsilon = 0.
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Abstract: The Lyapunov-Schmidt method is used to study a mathematical model
of oscillations in a chain of three coupled oscillators near a resonance with a small
parameter, provided that the system is acted upon by an external periodic force with
two commensurate frequencies. The algorithm developed based on the Lyapunov-
Schmidt method is implemented in the SymPy Python mathematical library. An
example is given that shows that if the parameters of a small perturbation are selected
in a special way, then the solution components of the perturbed system have a pole
at the point \varepsilon = 0.

Keywords: chain of coupled oscillators, forced oscillations, periodic solutions, small
parameter, Lyapunov-Schmidt method, resonance.
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Численное моделирование распространения

фронта горения по слою катализатора

Язовцева О.С.

Математический институт им. В.А. Стеклова Российской академии наук

Аннотация: Работа посвящена численному исследованию распространения фрон-
та горения в неподвижном слое катализатора со сферической формой зерна при
проведении гетерогенных химических реакций с детальным описанием кинетики
на примере выжига коксовых отложений из слоя катализатора. Математическая
модель, описывающая выжиг, является системой уравнений математической фи-
зики с начально-краевыми условиями. Вычислительный алгоритм для системы
построен на основе принципа расщепления по физическим процессам с подбо-
ром адекватных методов интегрирования для каждого из них. Фронт горения
описан как тепловая волна, перемещающаяся по слою катализатора. В модели
реализован динамический режим выжига, заключающийся в подаче реакционной
смеси переменных температуры и состава. Анализ результатов расчета выявил
преимущества динамического выжига перед стационарным.

Ключевые слова: фронт горения, волновые процессы, окислительная регенера-
ция, математическое моделирование, вычислительный алгоритм.

Во многих промышленных процессах присутствуют явления, труднопредсказу-
емые с точки зрения теории, однако существенно меняющие ход всего процесса. К
таким явлениям относится распространение тепловых волн в слое катализатора [1].
Оценка условий возникновения волн представляет собой актуальную задачу [2]. Этот
вопрос напрямую связан с теорией движения фронта горения и распространения пла-
мени [3].

Работа посвящена численному исследованию распространения фронта горения в
неподвижном слое катализатора со сферической формой зерна при проведении гете-
рогенных химических реакций с детальным описанием кинетики на примере выжига
коксовых отложений из слоя катализатора.

Математическая модель процесса описана системой уравнений математической
физики и является двухфазной – это подразумевает составление отдельных уравне-
ний для слоя катализатора и слоя газа [4].

Для описания процессов в зерне катализатора используются уравнения диффузии-
конвекции-реакции [5]. Они записываются для каждого вещества, участвующего в
реакции. В них учтена диффузия веществ в поры зерна, а также изменения кон-
центраций в ходе химических превращений как источниковый член. Гетерогенные
реакции приводят к уменьшению объема реакционной смеси. В модели это учтено
за счет использования вынужденного конвективного переноса – стефановского пото-
ка. Материальный баланс зерна катализатора также включает в себя обыкновенные
дифференциальные уравнения для концентраций веществ твердой фазы реакции.

Уравнение теплового баланса для слоя катализатора получено осреднением по
радиусу из уравнения теплового баланса зерна катализатора в предположении изо-
термичности зерна. Оно учитывает обмен энергией зерна катализатора и слоя газа,
распространение тепла по скелету катализатора и суммарный тепловой эффект ре-
акций.
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Уравнения для описания движения газа в слое катализатора записаны, исходя
из модели реактора идеального вытеснения [6].

Для математической модели выжига коксовых отложений разработан вычисли-
тельный алгоритм на основе принципа расщепления по физическим процессам. Для
обхода ограничений на шаг интегрирования по времени задачи химии решены трех-
стадийным методом Рунге-Кутты пятого порядка точности, успешно применяемым
для расчета динамики веществ в многостадийных реакциях [7, 8]. Диффузионные
потоки рассчитаны с использованием гиперболической модели [9].

На основе реализованного на языке C++ вычислительного алгоритма получена
динамика распространения тепловых волн по регенерируемому слою катализатора.
Скорость распространения фронта горения согласуется с оценками [2].

Для снижения длительности и величины температурного воздействия на слой
катализатора хорошо зарекомендовал себя динамический режим выжига коксовых
отложений [10]. Он заключается в подаче реакционной смеси переменных темпера-
туры и состава. Для этого в математическую модель добавлены нестационарные
граничные условия. Сравнительный анализ динамического и стационарного режима
выявил преимущества первого.
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Numerical simulation of the combustion front

propagation through the catalyst layer

O.S. Yazovtseva
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Abstract: The work is devoted to a numerical study of the propagation of the combustion
front in a fixed catalyst layer with a spherical grain shape during heterogeneous
chemical reactions with a detailed description of the kinetics using the example
of burning coke sedimentation from the catalyst layer. The mathematical model
describing the burning is a system of equations of mathematical physics with initial
boundary conditions. The computational algorithm for the system is based on the
principle of splitting by physical processes with the selection of adequate integration
methods for each of them. The combustion front is described as a heat wave moving
through the catalyst layer. The model implements a dynamic burning mode, which
consists in supplying a reaction mixture of variable temperature and composition.
The analysis of the calculation results revealed the advantages of dynamic burning
over stationary.

Keywords: combustion front, wave processes, oxidative regeneration, mathematical
modeling, computational algorithm.
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Economics as a Science: The resolution of the

microeconomic problem of market demand

V.K. Gorbunov
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Abstract: The purpose of this report is to acquaint applied mathematicians solving
real problems of economic analysis, as well as economists, both theoretical and applied,
with our solution, published mainly in Russian-language books and economic journals,
of a valuable problem in economic theory and practice. The problem is that modern
neoclassical economics, which is studied in most universities around the world and
forms the majority of economic investigations contains an unrealistic mathematical
axiomatic individual demand theory (IDTh) in multi-product consumer markets, but
does not contain a realistic market demand theory (MDTh), which is of real interest
to economic practitioners and governments. The consequences of this failure are the
lack of founded mathematical methods for analysing market demand, in particular,
the calculation of economic (analytical) consumer demand indexes that reflect the
consumers preferences of the population, and a theory of economic equilibrium that
determines prices that are effective for real economies. The realistic MDTh has created
by the author as a revision of the IDTh within scientific methodology. Also, we
have developed a verification method of this MDTh on the basis of Afriat-Varian’s
nonparametric (individual) demand analysis. The problem of verifying an applied
mathematical theory is the inverse problem of that theory, and the latter is usually
ill-posed and generally has many solutions. The solution of such problems consists
in their regularization with involvement of additional information about the desired
solution, and to regularize the MDTh inverse problem we use economic indexes, which
makes it possible to obtain solutions with various meaningful properties.

Keywords: market demand problem, methodological analysis, statistical ensemble of
consumers, verification, Konüs indexes

1. Introduction

The founders of the mathematized neoclassical approach to economics, William Stan-
ley Jevons [1] and LeonWalras [2], have intended (independently) to reconsider Economics,
which at that time was a collection of loosely linked verbal doctrines on welfare and
the value of goods, on general scientific principles used in the natural sciences, firstly,
mechanics and physics. Educated in natural (Jevons) and technical (Walras) sciences,
they both saw economics as a teaching dealing with quantities and believed it should be
a mathematized science. Jevons realised that the demand theory that is of interest to
any economic activity is the theory of aggregate (collective) market demand [3], but he
and Walras started by constructing a mathematical theory of individual demand (IDTh).
Perhaps because of the ideas of the classics Adam Smith and John Stuart Mill about Man
as an independent egoist (Homo Economicus), which became established in Europe in the
19th century.

The programs to revise economic theories along natural sciences line met with stiff
resistance from most academic economists already at the late 19th century, and this
resistance continues to this day. Modern neoclassical economic theory (orthodox/main-
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stream Economics) has been established within a framework of methodological indivi-
dualism [4]. This methodology denies the existence of socio-economic phenomena as
special ones and prescribes that researchers of such phenomena, collective in nature,
should represent them through the actions of elementary agents – individual consumers
and production firms acting independently and selfishly. In accordance with this prescribe,
Economics has accepted a mathematical axiomatic method for constructing partial theories
[5] but the natural sciences are based not on axioms, but on hypotheses tested by facts.
So, methodological individualism differs radically from scientific methodology, and the
contributions of Jevons and Walras have proved potentially contradictory.

This report presents a methodological analysis of the market demand problem within
a general scientific methodology and a resolution to the problem on this basis in our
works [6–12].

2. The program «Economics as a science»

Opponents of the scientization of economic theory explain their position by the signi-
ficant differences in natural and social phenomena. In doing so, they deny the legitimacy
of a (natural) scientific approach to economic problems.

The opponents’ arguments about the significant differences between natural and social
phenomena are not in doubt. The feature of the natural sciences is the identity of elementary
objects in their classes, complete in physics, chemistry, and molecular biology. Here main
processes are usually reproduced experimentally, and this simplifies the formalization of
their research and the application of mathematical and statistical methods to create and
verify many descriptive laws and predictive theories.

The feature of the social sciences is that the «atoms» of the objects – persons – have a
psyche and an active mind, an ability to work and transform the environment and society.
People behave, especially when making decisions under uncertainty, in a poorly predictable
manner and often spontaneously. Accordingly, economic processes at the personal (when
buying), meso and macro levels are unique, which limits the possibilities of experiments,
error assessment, and this feature complicates the verification of the proposed theories.

However, the Natural Sciences and Social Sciences (Humanities) are Sciences, so there
should be commonality in their definitions and methodology, consistent with the root
concept of Science. We understand Science as a system of non-trivial knowledge, justified
logically and empirically, about some system of real objects.

The coined essence of the principles of scientific research (scientific methodology) are
objectivity, provability of proposing theories and verifiability of their findings by facts.
Many economic phenomena can be investigated within this methodology.

3. Holistic theory of market demand

The market demand theory [7,10,11] is a revision of the individual demand theory [5,
Ch. 3] with the replacement of the object of the theory – an individual/household – with
a set of buyers of a given market. This set is not precisely defined, since buyers usually
spend only a fraction of their consumer spending in a given market. The set of such buyers
is understood as a «fuzzy set» in the sense of Lotfi Zadeh [13] and is called the «Statistical
Ensemble of Consumers» (SAC) of a given market. SAC is a subset of consumers of the
population of a region/country who have made purchases in this market. The ratio of the
value of an individual’s purchases to his total consumption expenditures is the «degree»
of the individual’s belonging to a given SAC. This concept is conceptual and not observed
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for real markets, as well as individual utility functions. For more details, see [7, pp. 35-36].
The second basic difference in our theory is the replacement of the postulate of

individual rationality with the hypothesis of collective rationality. It is assumed that most
individuals only want to be rational, and this can be considered their limited rationality,
which forms, on average, under relatively stable market conditions, the dominant of
collective market behavior, which can be considered hypothetically as collective rationality,
or SAC’s rationality. The SAC’s preferences are manifested on average, represented by a
collective utility function, and the corresponding holistic model is taken as a hypothetical
model of market demand to be tested by trade statistics of market prices and bought
goods’ quantities. Due to space limitation of this presentation, we refer interested readers
to our published and archived books and articles listed in the Introduction for a detailed
and formal presentation of the issues and results outlined here.
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Abstract: Fourier series, Fourier method and spline approximations have wide scopes.
The generalized Fourier method associated with the use of finite Fourier series and
orthogonal splines was applied earlier for solving the parabolic initial boundary value
problems for regions with curvilinear boundaries. Here another analogous generalized
Fourier method is applied for solving parabolic initial boundary value problems in
noncanonical regions and the investigation of convergence of this method is proposed.
The study of convergence is based on the theory of finite difference methods. This
method gives solutions in form of finite Fourier series which structure is similar to
that of partial sums of an infinite Fourier series of an exact solution. As a number of
grid nodes increases in a region, a finite Fourier series approach an exact solution of
a parabolic initial boundary value problem. The investigation of convergence shows
efficiency of the algorithm of the generalized Fourier method in solving parabolic
initial boundary value problems for noncanonical regions. This method yields the
approximate analytical solutions in the form of the sequence of finite Fourier series.
The use of orthogonal splines brings together numerical and analytical methods – finite
difference methods and the Fourier method, expanding the scope of their applications.

Keywords: parabolic initial boundary value problems, noncanonical regions, curvilinear
boundary, the method of separation of variables, finite Fourier series, orthogonal
splines.

1. Problem and Method

The modified Fourier method was proposed and investigated earlier [1] in parabolic
problems for regions with a noncanonical curvilinear boundaries. This method connected
with explicit difference scheme is similar to another variant of Fourier method connected
with implicit difference scheme and proposed here. Convergence of approximate analytic
solutions was obtained for this method earlier only with respect to eigenvalues and
functions in the framework of the Sturm-Liouville problem. Here is proposed full investi-
gation of convergence of approximate solutions obtained in form of finite Fourier series
for novel variant of Fourier method connected with orthogonal splines in parabolic initial
boundary value problems. An estimate is obtained, which shows a high rate of convergence
of such finite Fourier series to exact solutions of problems for regions with a noncanonical
curvilinear boundaries.

The method of separation of variables (Fourier method) allows finding solutions
in analytical form of many initial boundary value problems. The method is connected
with the Sturm-Liouville problem and in many cases of initial boundary value problems
with using of special functions. Implementation of classical Fourier method for many
types of initial boundary value problems, including problems to which all parts of the
boundary of a canonical region are coordinate lines or surfaces, meets with significant
difficulties. One way to expand the scope of the classical Fourier method is to solve
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mathematical questions related to structure of boundary conditions. Special functions
appear in the algorithm of the Fourier method when a Sturm-Liouville problem is solved
in curvilinear coordinate systems in cases of canonical regions whose boundaries are
coordinate lines or surfaces. In the general case of initial boundary value problems for
noncanonical regions with curvilinear boundaries, the use of special functions is inefficient.
The classical Fourier method is applicable only in initial boundary value problems for
canonical regions of classical shape, in particular, in solving contact problems for elastic
bodies. The applications of the classical Fourier method are given in many articles.

Other directions of development of different methods for solving initial boundary
value problems for noncanonical regions with curvilinear boundaries are associated, first,
with the application of finite element method and finite difference method, and, secondly,
with a modification of the Fourier method itself. Finite difference methods and finite
element methods have wide scopes. But numerical methods not give solutions in form of
Fourier series, which are used in many applications. Scope of spline approximations also is
enough wide. The generalized Fourier method associated with the use of orthogonal splines
was proposed for parabolic initial boundary value problems in the article [1]. It gives
solutions in form of finite Fourier series. This method, thanks to orthogonal splines, has
expanded scope which contains initial boundary value problems for noncanonical regions
with any curvilinear boundaries. Used in this article and here finite Fourier series, based
on orthogonal splines, shows high efficiency also in problems of approximation of functions
in regions with curvilinear boundaries and generates fast algorithm of approximations.

The parabolic initial boundary value problem

L[u] = a2
\biggl( 
\partial 2u

\partial x2
+
\partial 2u

\partial y2

\biggr) 
=
\partial u

\partial t
\forall (x, y) \in S, \forall t \geq 0,

u| t=0 = \varphi (x, y) \forall (x, y) \in S; u| \partial S = 0 \forall t \geq 0, (1)

is considered. Here \partial S is a piecewise smooth curvilinear boundary of the noncanonical
region S, u = u(x, y, t) – a function, continuous \forall t \geq 0 in a closed region S = S + \partial S,
a2 = const > 0.

According to the Fourier method, the solutions of the problem (1) is sought as a
product of two functions u(x, y, t) = U(x, y) \cdot V (t). Substitution of this product in (1) and
separation of variables U , V leads to the equation with the parameter \lambda 

dV

dt
+ \lambda V = 0 \forall t \geq 0 (2)

and to the Sturm-Liouville problem

L[U ] + \lambda U = 0 (S), U | \partial S = 0. (3)

The finite sum

UN(x, y) =
N\sum 
i=0

M\sum 
j=0

dij\gamma i(x)\delta j(y) (4)

is used for approximation of U ; \gamma i(x) = \varphi i (x), \delta j(y) = \varphi j (y) are orthogonal differentiable
piecewise linear continuous splines on each specific grid. Here N,M are numbers of a
grid nodes respectively for axes Ox, Oy, dij are unknown constant coefficients. The
approximation (4) is a finite Fourier series for orthogonal splines. The Reissner variational
principle is used to solve the Sturm-Liouville problem. It gives a system finite difference
equations for coefficients dij. The eigenvalues of the Sturm-Liouville problem are excluding
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from this system of equations, as well as from the system of finite difference equations
that are associated with equation (2). To do this, the orthogonality property of splines is
used. The implicit difference scheme for node values of a solution u(x, y, t) appears as the
result. This algorithm of modified Fourier method is novel.

2. Convergence of Method

The convergence investigation of the proposed method uses here the theory of finite
difference schemes. The approximate solutions of the parabolic initial boundary value
problem (1) converge to an exact solution u of the problem (1) in a region S, if \Delta t =
\alpha h, \alpha = const > 0. It was investigated approximation of differential equations and
stability of solutions of finite difference equations. The implicit finite difference equations
together with a boundary condition and together with an initial condition approximate
the problem (1) in a region S with an error of an order O(h2). The system of the finite
difference equations is characterized by absolute stability. Convergence of solutions of
finite difference equations is followed from it, if \Delta t = \alpha h, \alpha = const > 0. This means
convergence \bigm\| \bigm\| u - u(K)

\bigm\| \bigm\| 
W 0

h,2

\leq C1h
2

of values in grid nodes of a sequence of approximate solutions u(K) to an exact solution u
when a grid step h = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(h1, h2) decreases. Here C1 is some positive constant coefficient.
Here, the Sobolev space W 0

h,2 on grid which is defined by the norm

\| u\| W 0
h,2

=

\Biggl( 
h2

N\sum 
i=0

M\sum 
j=0

| u(xi, yj)| 2
\Biggr) 1/2

associated with a grid in a region. From the convergence of numerical solutions of finite
difference equations obtained at grid nodes at specified time points follows the convergence
of a sequence of analytical approximate solutions in the form of finite Fourier series. The
inequality \bigm\| \bigm\| u - u(K)

\bigm\| \bigm\| 
W 0

2
(S)

\leq C2h
2

defines this convergence. Here C2 is some positive constant coefficient, W 0
2 (S) is the

Sobolev space.
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Abstract: The problems of longitudinal – transverse vibrations of objects with moving
boundaries were solved mainly in a linear setting, the energy exchange through the
moving boundary and the interaction between longitudinal and transverse vibrations
were not taken into account until now. The paper presents a new nonlinear mathematical
model of transverse vibrations of an unbounded rope with a moving boundary, in
which geometric nonlinearity is taken into account. The obtained mathematical model
allows one to describe high-intensity vibrations of a rope with a moving boundary. The
solution was made in the MATLAB environment of dimensionless variables, which
allows one to use the obtained results to calculate oscillations of a wide range of
technical objects

Keywords: nonlinear mathematical model, vibrations of a rope, moving boundaries.

The problems of longitudinal – transverse vibrations of objects with moving boundaries
were solved mainly in a linear setting, the energy exchange through the moving boundary
and the interaction between longitudinal and transverse vibrations were not taken into
account until now [1–5, 7–14]. The action of the forces of the external environment’s
resistance was considered in rare cases [6]. Real technical objects are much more compli-
cated, for example, with an increase in the intensity of oscillations, the geometric nonli-
nearities of the object have a great influence on the oscillatory process.

It became possible to more accurately describe complex mathematical models of
longitudinal-transverse oscillations of objects with moving boundaries with a large number
of factors influencing the oscillatory process in connection with the intensive development
of numerical methods.

The paper presents a new nonlinear mathematical model of longitudinal-transverse
vibrations of a rope with a moving boundary, which takes into account geometric nonlinea-
rity, energy exchange across the boundary. The boundary conditions are obtained in the
case of interaction between the parts of the object to the left and to the right of the
moving boundary.

Thus, a new nonlinear mathematical model of transverse vibrations of an unrestricted
rope with a moving boundary has been developed. It is solved numerically in the MATLAB
environment. The boundary conditions are obtained in the case of occurrence between the
parts of the object to the left and to the right of the boundary. The obtained model is
linearized, while the principle of homogeneity is observed: in the particular case of small
fluctuations, the obtained model coincides with the classical one, which indicates the
correctness of the results obtained. The obtained mathematical models make it possible
to describe high-power oscillations with moving boundaries.
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