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Аннотация: В работе развивается обобщение метода функциональных подста-
новок (МФП) – нелинейные функциональные подстановки (НФП), основанные
на системе нелинейных базовых соотношений. С помощью НФП строятся преоб-
разования Бэклунда и точные решения уравнений типа Лиувилля, Sin-Gordon и
нелинейной диффузии.
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1. Нелинейные функциональные подстановки

В работах [1,2] для построения точных решений нелинейных уравнений был пред-
ложен метод функциональных подстановок (МФП), основная идея которого заклю-
чается в том, что некоторое нелинейное дифференциальное уравнение в частных
производных второго порядка:

F (Nxx, Ntt, Nxt, Nx, Nt, x, t) (1)

может быть представлено в виде условия совместности пары дифференциальных
соотношений, называемых базовыми:

Tx = A(x, t)T, Tt = B(x, t)T (2)

и добавочного уравнения для вспомогательной функции T (x, t):

G(Txx, Ttt, Txt, Tx, Tt, x, t). (3)

Например, уравнение быстрой диффузии вида Nt = (\mathrm{l}\mathrm{n}N)xx + Nx получается из
добавочного уравнения следующего вида:

TtTx = TxxT (4)

заменой N = (\mathrm{l}\mathrm{n}A)x после использования базовых соотношений (2) и условия сов-
местности At = Bx.

Нелинейные функциональные подстановки:

Tx = u(t, x, T ), Tt = v(t, x, T ) (5)

*Работа выполнена в рамках проекта 0777-2020-0018, финансируемого из средств государственного за-
дания победителям конкурса научных лабораторий образовательных организаций высшего образования,
подведомственных Минобрнауки России.
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преобразуют (4) (УБД) к эквивалентной ему системе квазилинейных уравнений:

vu = T (ux + uuT ), (6)

ut + vuT = vx + uvT . (7)

Решить полученную систему уравнений можно с использованием различных ме-
тодов, в частности, можно искать решение в виде полиномиального разложения
функций u(t, x, T ) и v(t, x, T ) по T .

В некоторых случая полученное разложение приводит к автопреобразованию
Бэклунда исходного уравнения.

Для уравнений нелинейной диффузии с взаимными коэффициентами диффу-
зии [5] вида:

\partial N

\partial t
=

\partial 

\partial \xi 

\biggl( 
N\xi 

N2F (1/N)
+
NH(1/N)

F (1/N)

\biggr) 
. (8)

\partial n

\partial t
=

\partial 

\partial x

\biggl( 
nx
F (n)

 - H(n)

F (n)

\biggr) 
. (9)

с помощью НФП найдено преобразование, связывающее решения:

N(\xi (x, t), t)n(x, t) = 1. (10)

2. Локализованные решения и симметрии уравнений нелиней-
ной диффузии

Уравнение быстрой диффузии с источником:

nt = (\mathrm{l}\mathrm{n}n)xx + \~Cnx + J(x, t), (11)

соответствует обобщенному добавочному уравнению

Tt (Tx + q(x, t)T ) = Tx (CTx + p(x, t)T ) + T (Txx + r(x, t)T ) , (12)

q(z, t), p(x, t), r(x, t) определяются из условия перехода (12) в УБД.
Решение добавочного уравнения и условия совместности ищем в форме полино-

миальных подстановок:

Tx = u(x, t, T ) = U1(x, t)T + UN(x, t)T
N , (13)

Tt = v(x, t, T ) = V1(x, t)T + VN(x, t)T
N . (14)

Решение для концентрации n(x, t) записывается следующим образом:

n(x, t) =
1

1 - N
\partial 

\partial x
\mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl[ 
(1 - N)

\int 
e2(N - 1)H(x+(N+C)t)dx+ \beta 0

\Biggr] 
+ (15)

+F ((C  - N + 2)t+ x) +H \prime (x+ (N + C)t) - 1

C  - N + 2
G (x, t) . (16)

Волновые компоненты решения H(x + (N + C)t) и F (x + (C  - N + 2)t) связаны с
функцией G(x, t), определяющей источник (J = \sigma Gx  - Gt):

\partial G

\partial x
+ 2mF G - m G2 = F \prime +m F 2 +H \prime \prime  - m (H \prime )2 (17)

На рис. 1 представлены варианты решений n(x, t) для различных источников
J(x, t).
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Рис. 1. Распределения концентраций при разных значениях источника J(x, t).

Верхняя левая часть рис. 1 построена для значений: t = 0.3 k, k = 0, 8, m = 2,
\lambda = 1, C =  - 9, a =  - 5, C1 = 0, C2 = 1, \beta 0 =  - 12.

Для верхней правой части выбраны следующие значения параметров: t = 0, 2, 4, 6;
m = 4, J0 = 1, H1 = 2 H2 = 1, \sigma = 1, \beta 0 = 10, F0 = 1, H1 =  - 2, H2 = 1, \beta 0 = 4.6.

Третий рисунок выполнен при значениях t = 0, 1, 3.2, 6.4, m = 2, f(t) = f1e
k0t,

\beta 0 =  - 5, f1 = 1, H1 = 0.5, k0 =  - 20.
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Abstract: In this work we develop a generalization of the functional substitutions
method — nonlinear functional substitutions (NFS), based on a nonlinear system
of basic relations. Using NFS, Backlund transformations and exact solutions of the
Liouville and diffusion equations are constructed.
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