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1. Введение

Для решения краевых задач для однородных уравнений часто используют функ-
цию Грина этих задач. Явный вид функций Грина для разных краевых задач пред-
ставлен во многих работах. Например, явный вид функции Грина для 3-й краевой
задачи был найден в работах [1-3], а функции Грина в секторе для бигармонического
и 3-гармонического уравнений в работах [4,5]. Статьи [6-8] посвящены построению
функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения в единичном
шаре, а в работе [9] находятся решения задач Дирихле и Неймана для однородно-
го полигармонического уравнения. В [10-12] приведен явный вид функций Грина
для бигармонического и 3-гармонического уравнений в единичном шаре. В связи с
бигармоническим уравнением отметим недавние работы [13,14], посвященные усло-
виям разрешимости некоторых нестандартных задач в шаре для бигармонического
уравнения. В работе [15] на основании интегрального представления функций класса
u \in C4(D) \cap C3( \=D) даются интегральные представления решений задач Навье [16]
и Рикье-Неймана [17] для бигармонического уравнения в единичном шаре, а также
строятся функции Грина этих задач. В работах [18,19] эти результаты продолжают-
ся на полигармоническое уравнение. Функция Грина применяется также и для ис-
следования нелокальных уравнений. Например, в работе [20], исследована разреши-
мость четырех краевых задач для одного нелокального бигармонического уравнения
с инволюцией. Отметим также некоторые недавно вышедшие работы по построению
функции Грина различных краевых задач [21-24]. В настоящей работе, исследуется
представление решений однородной задачи Дирихле для m-гармонического уравне-
ния в единичном шаре S = \{ x \in \BbbR n : | x| < 1\} 

\Delta mu(x) = f(x), x \in S, (1)

u| \partial S = 0,
\partial u

\partial \nu 

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial S

= 0, . . . ,
\partial m - 1u

\partial \nu m - 1

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\partial S

= 0. (2)

2. Фундаментальное решение

Пусть m \in \BbbN . Тогда множество \BbbN \setminus \{ 1\} можно разбить на два непересекаю-
щихся множества \BbbN m = \{ n \in \BbbN : n > 2m > 1\} \cup (2\BbbN + 1) и дополнение к нему
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\BbbN c
m = \{ 2, 4, . . . , 2m\} . Поскольку множество \BbbN c

m – конечное, то \BbbN m – бесконечное. Яс-
но, что \BbbN c

m - 1 \subset \BbbN c
m, а поэтому \BbbN m \subset \BbbN m - 1. Рассмотрим фундаментальное решение

m-гармонического уравнения \Delta mu = 0 в виде

\scrE 2m(x, \xi ) =

\left\{         
( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)m(2, 2)m - 1

, n \in \BbbN m,

( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)\ast m(2, 2)m - 1

\Biggl( 
\mathrm{l}\mathrm{n} | x - \xi |  - 

m - n/2\sum 
k=1

1

2k

\Biggr) 
, n \in \BbbN c

m.

Здесь (a, b)k = a(a + b) . . . (a + kb  - b) – обобщенный символ Похгаммера с со-
глашением (a, b)0 = 1, а символ (a, b)\ast k - означает, что если среди сомножителей
a, (a + b), . . . (a + kb  - b), входящих в (a, b)k, есть 0, то его следует заменить на 1,
например, ( - 2, 2)\ast 3 = ( - 2) \cdot 1 \cdot 2 =  - 4. Кроме того, если в сумме, входящей в (3)
верхний индекс становится меньше нижнего, то сумма считается равной нулю.

Замечание 3. Фундаментальное решение \scrE 2m(x, \xi ) незначительно отличается от
фундаментального решения полигармонического уравнения Gm,n(x) рассматривае-
мого С.Л. Соболевым в [25]. При n \in \BbbN m отличие в множителе ( - 1)m, а при
n \in \BbbN c

m различие более заметно: вместо \mathrm{l}\mathrm{n}(C| x| ), как у Соболева, берется выра-

жение \mathrm{l}\mathrm{n} | x|  - 
m - n/2\sum 
k=1

1

2k
. Введем обозначение \scrE \ast 2m(x, \xi ) = \scrE 2m

\biggl( 
x

| x| 
 - | x| \xi 

\biggr) 
.

Лемма 1. Симметричная функция \scrE 2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S
при x \not = \xi . Симметричная функция \scrE \ast 2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S
при \xi \in \=S.

Замечание 4. В работе [19] использовалось элементарное решение полигармони-
ческого уравнения E2m(x, \xi ), которое связано с функцией \scrE 2m(x, \xi ) равенством

E2m(x, \xi ) =

\left\{       
\scrE 2m(x, \xi ), n \in \BbbN m

\scrE 2m(x, \xi ) - 
( - 1)m| x - \xi | 2m - n

(2 - n, 2)\ast m(2, 2)m - 1

m - 1\sum 
k=n/2

1

2k
, n \in \BbbN c

m

.

Такая функция E2m(x, \xi ) обладает свойством \Delta xE2m(x, \xi ) =  - E2m - 2(x, \xi ) при
x \not = \xi . Это равенство применялось при построении функции Грина задачи Рикье-
Неймана.

3. Функция Грина

Теперь мы можем получить представление функции Грина задачи Дирихле (1)-

(2). Введем оператор \Lambda u(x) =
n\sum 
i=1

xiuxi .

Теорема 1. Функция Грина G2m(x, \xi ) задачи Дирихле (1)-(2) при n \geq 2 и m \in \BbbN 
может быть записана в виде

G2m(x, \xi ) = \scrE 2m(x, \xi ) - 
m - 1\sum 
k=0

(| x| 2  - 1)
k
(| \xi | 2  - 1)

k

(2m - 2, - 2)k(2, 2)k
\scrE 2m - 2k

\Bigl( x
| x| 
, | x| \xi 

\Bigr) 
. (3)

Функция G2m(x, \xi ) является m-гармонической по x \in S, x \not = \xi \in \=S и удовлетво-
ряет равенствам

G2m(x, \xi )| x\in \partial S = 0,
\partial G2m(x, \xi )

\partial \nu 
| x\in \partial S = 0, . . . ,

\partial m - 1G2m(x, \xi )

\partial \nu m - 1
| x\in \partial S = 0, \xi \in S.
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Замечание 5. При n = 2, в соответствии с [10, теорема 2.3], функция Грина
имеет вид

G4(x, \xi ) = E4(x, \xi ) - E\ast 
4(x, \xi ) - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4

\Bigl( 
E\ast 

2(x, \xi ) +
1

2

\Bigr) 
. (4)

Формула (4) совпадает с (3). Действительно, поскольку \BbbN c
2 = \{ 2, 4\} , а \BbbN c

1 = \{ 2\} ,
то в силу замечания 2 имеем

E2(x, \xi ) = \scrE 2(x, \xi ), E4(x, \xi ) = \scrE 4(x, \xi ) - 
| x - \xi | 2

(0, 2)\ast 2(2, 2)1

1\sum 
k=1

1

2k
= \scrE 4(x, \xi ) - 

| x - \xi | 2

8
.

Подставляя эти значения в (4) получим формулу (3)

G4(x, \xi ) = \scrE 4(x, \xi ) - 
| x - \xi | 2

8
 - \scrE \ast 4 (x, \xi ) +

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| x| x|  - | x| \xi 
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 2

8
 - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4

\Bigl( 
\scrE \ast 2 (x, \xi ) +

1

2

\Bigr) 
= \scrE 4(x, \xi ) - \scrE \ast 4 (x, \xi ) - 

(| x| 2  - 1)(| \xi | 2  - 1)

4
\scrE \ast 2 (x, \xi ).

При m = 3 и n = 4 имеем 2 \in \BbbN c
2. В этом случае в [12, теорема 2] также было

получено представление функции Грина, которое тоже совпадает с формулой (3).

4. Полиномиальная правая часть

Рассмотрим простейший частный случай полиномиальной правой части уравне-
ния (1).

Теорема 2. Пусть в уравнении (1) f(x) = | x| 2lHk(x), где Hk(x) – однородный гар-
монический полином степени k \in \BbbN 0, l \in \BbbN и n \geq 2. Тогда решение задачи Дирихле
(1)-(2) имеет вид

u(x) =
( - 1)m

\omega n

\int 
| \xi | <1

G2m(x, \xi )| x| 2lHk(\xi ) d\xi =

=

\left(   | x| 2l+2m  - 
m - 1\sum 
i=0

\left(   l +m

i

\right)   (| x| 2  - 1)
i

\right)   Hk(x)

(2l + 2, 2)m(2l + 2k + n, 2)m
,

где (a, b)m – обобщенный символ Похгаммера.
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