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Аннотация: В работе рассматривается гетерогенная фаза многостадийной хи-
мической реакции. В работе проведено математическое моделирование реакции в
форме системы уравнений, состоящей из частных производных параболического
типа, с учетом кинетики и массопереноса на зерне цеолитного катализатора. Для
построения системы применяется теоретико-графовый метод, а для ее решения
используется метод конечных разностей. В исследовании показаны результаты,
полученные при моделировании реакции синтеза метил-трет-бутилового эфира
под действием HY на зерне катализатора.
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1. Введение

В работе [1] разработан метод синтеза алкил-трет-бутиловых эфиров межмолеку-
лярной дегидратацией трет-бутилового спирта с алифатическими первичными спир-
тами С1-С10 с использованием в качестве катализатора цеолита HY с иерархической
структурой, а также каталитической системы на основе CuBr2, нанесенного на цео-
лит HY. Исследуются синтез метил-трет-бутилового, этил-трет-бутилового и пропил-
трет-бутилового эфиров. Для всех процессов имеются экспериментальные данные
при различных температурах, соотношениях веществ, а также времени протекания
реакций [1]. Математическое описание кинетики таких процессов представляет собой
нелинейные системы обыкновенных дифференциальных уравнений большой размер-
ности [1]. Математическое исследование каталитических систем требует учета, наря-
ду с кинетикой, процессов массопереноса на зерне и в слое катализатора. Поэтому
актуальной задачей является разработка методов моделирования кинетики и диф-
фузии на зерне катализатора для многостадийных химических процессов. Уравне-
ние, описывающее массоперенос в порах зерна катализатора, является уравнением в
частных производных параболического типа. Предлагается решать такие системы с
применением метода конечных разностей [2, 3].

2. Методология

Принимается, что в гетерогенном катализе компоненты адсорбируются на по-
верхности катализатора и приходят с этой поверхностью в состояние теплового рав-
новесия [2]. По окончании реакции происходит десорбция образованных продуктов

*Работа выполнена в рамках государственного задания Института нефтехимии и катализа УФИЦ РАН
(тема № FMRS-2022-0078).
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реакции. В уравнение изменения скоростей стадий вводится учет доли поверхности
катализатора, занятой реагентами:

\omega j = kj \cdot 
I\prod 
i=1

(Ci)
| \alpha ij | \cdot 

I\prod 
i=1

(\theta i)
| \alpha ij |  - k - j \cdot 

I\prod 
i=1

(Ci)
| \beta ij | \cdot 

I\prod 
i=1

(\theta i)
| \beta ij | (1)

Здесь \omega j – скорость кинетической реакции; kj – константа скорости; \theta i – доля
поверхности катализатора, занятая i-м компонентом; Ci – концентрация реагента.

Для нахождения долей поверхности катализатора будем использовать теоретико-
графовый подход, предложенный в [4].

Уравнение массообмена в зерне катализатора имеет вид [5–7]:

\varepsilon p
\partial ci
\partial t

= Deff
i

\biggl( 
\partial 2ci
\partial r2

+
m

r

\partial ci
\partial r

\biggr) 
 - 
\sum 
j

\upsilon lj\omega j (2)

где \varepsilon p – порозность (доля свободного объема) гранулы катализатора, м2; ci – объемная

(мольная) концентрация i-го вещества, моль/л; Deff
i – эффективный коэффициент

диффузии в порах катализатора, м2/с; r – пространственная координата в сфери-
ческих координатах; t – время, с; m – фактор формы (0-для бесконечно плоской
пластины толщиной r, 1 – для бесконечного цилиндра радиуса r, 2 – для сферы ра-
диуса r); cpi – концентрация реагента на поверхности гранулы, моль/л; R – полный
размер (радиус) гранулы катализатора, м; \upsilon lj – стехиометрический коэффициент i-го
вещества в превращении; \omega j – скорость превращений, м/с.

Для решения уравнения (2) предлагается применение метода конечных разностей
(МКР) [8–10]. Применение этого метода характеризуется относительной простотой
построения решающего алгоритма и его программной реализации. Основой МКР яв-
ляется дискретизация – замена непрерывной области совокупностью изолированных
точек (сеткой), причем решение уравнений ищется лишь в этих точках (узлах сет-
ки). Производные заменяются (аппроксимируются) конечными разностями, и реше-
ние уравнения в частных производных сводится к решению системы алгебраических
уравнений [11,12].

Уравнение массопереноса с применением МКР с помощью левой пространствен-
ной разности имеет вид:

\varepsilon p
cji,z  - cj - 1

i,z

\tau 
= Deff

i

\Biggl( 
cji+1,z  - 2cji,z + cji - 1,z

h2
+
m

h

cji,z  - cji - 1,z

2h

\Biggr) 
+
\sum 

\upsilon in\omega n, (3)

где h – шаг по радиусу; \tau – шаг по времени; z – номер вещества; n – количество
стадий.

3. Результаты и их обсуждение

Рассматривается процесс синтеза метил-трет-бутилового эфира (МТБЭ) под дей-
ствием цеолита HY. МТБЭ используется как антидетонационная присадка к бен-
зинам. Для данного процесса исследуется применение цеолитных катализаторов в
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лабораторных условиях [13]. Рассмотрим следующую систему химических реакций:\left\{                   

x10 + x2 \rightarrow x11

x11 \rightarrow x8 + x7 + x10
x8 + x10 \rightarrow x13
x13 + x4 \rightarrow x5 + x12

x2 + x12 \rightarrow x14

x14 \rightarrow x13 + x7,

(4)

где x10  - HY , x2  - (CH3)3COH, x11  - (CH3)3COH2Y , x8  - CH2, x7  - H2O, x13  - 
(CH3)3C, x4  - MeOH, x5  - (CH3)3COMe, x12  - H, x14  - (CH3)3COH2.

Кинетические уравнения имеют следующий вид:\left\{                   

\omega 1 = k1 \cdot C2 \cdot \theta 10
\omega 2 = k2 \cdot \theta 11
\omega 3 = k3 \cdot C8 \cdot \theta 10
\omega 4 = k4 \cdot C4 \cdot \theta 13
\omega 5 = k5 \cdot C2 \cdot \theta 12
\omega 6 = k6 \cdot \theta 14

, (5)

где \omega i – скорость реакции; ki – константа скорости; Ci – концентрация вещества,
моль/л; \theta i – доля поверхности катализатора, занятая i-м компонентом;

Начальные данные в начальный момент времени:

C2 = C0
2 ; C4 = C0

4 ; C10 = C0
10; Ci = 0; i = 5, .., 8, 11, .., 14.

Тогда математическая модель кинетики будет иметь вид системы обыкновенных
нелинейных дифференциальных уравнений [14]:\left\{                         

\partial C2

\partial t
=  - \omega 1  - \omega 5

\partial C4

\partial t
=  - \omega 4

\partial C5

\partial t
= \omega 4

\partial C7

\partial t
= \omega 2 + \omega 6

\partial C8

\partial t
= \omega 2  - \omega 3

. (6)

Построим дерево маршрута реакций, используя теорию графов (рис. 1) [4]:
С помощью графа мы сможем найти доли поверхности катализатора. Первый

шаг – найдем вес дуги графа. Это отношение скорости реакции данной дуги к кон-
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Рис. 1. Граф маршрута системы реакций МТБЭ.

центрации промежуточного соединения, из которого эта дуга выходит.\left\{                                   

b1 =
k1C2\theta 10
\theta 10

= k1C2

b2 =
k2\theta 11
\theta 11

= k2

b3 =
k3C8\theta 10
\theta 10

= k3C8

b4 =
k4C4\theta 13
\theta 13

= k4C4

b5 =
k5C2\theta 12
\theta 12

= k5C2

b6 =
k6\theta 14
\theta 14

= k6

. (7)

Для каждой вершины существует дерево графа. Это незамкнутая совокупность
дуг, проходящая через все вершины и входящая в данную. Второй шаг – найдем вес
данного дерева графа. Это произведение весов дуг, в ходящих в дерево графа.\left\{             

B10 = b2
B11 = b1
B12 = b2b3
B13 = b2b3b4
B14 = b2b3b4b5

.

Следующим шагом будет нахождение концентрации \theta i:

\theta i =
Bi\sum 
iBi

. (8)

Построим графики зависимости концентрации от времени, используя среду MATLAB
[15]. Задача состоит из прямой и обратной задачи. В прямой задаче применяется ре-
шатель ode23s [16, 17] для нахождения концентраций в зависимости от времени. В
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обратной задаче используется генетический алгоритм [18] и метод Хука-Дживса, так-
же известный как метод конфигураций [19,20] для нахождений констант скорости k1
и k2.

На рис. 2 и 3 показаны зависимости концентрации от времени веществ x2  - 
(CH3)3COH и x5  - (CH3)3COMe, а также сравнение концентраций с эксперимен-
тальными данными.

Рис. 2. Процессы расходования и образования
компонента x2  - (CH3)3 COH

Рис. 3. Процессы расходования и образования
компонента x5  - (CH3)3 COMe.

Следующим шагом будет применение уравнения массопереноса. С учётом кине-
тики математическая модель массопереноса на зерне катализатора имеет вид:\left\{                               

\varepsilon p
dc2
dt

= D2

\biggl( 
\partial 2c2
\partial r2

+
1

r

\partial c2
\partial r

\biggr) 
 - \omega 1  - \omega 5

\varepsilon p
dc4
dt

= D4

\biggl( 
\partial 2c4
\partial r2

+
1

r

\partial c4
\partial r

\biggr) 
 - \omega 4

\varepsilon p
dc5
dt

= D5

\biggl( 
\partial 2c5
\partial r2

+
1

r

\partial c5
\partial r

\biggr) 
+ \omega 4

\varepsilon p
dc7
dt

= D7

\biggl( 
\partial 2c7
\partial r2

+
1

r

\partial c7
\partial r

\biggr) 
+ \omega 2 + \omega 6

\varepsilon p
dc8
dt

= D8

\biggl( 
\partial 2c8
\partial r2

+
1

r

\partial c8
\partial r

\biggr) 
+ \omega 2  - \omega 3

. (9)

Граничные данные определены следующим образом:\left\{   r = 0 :
\partial ci
\partial r

= 0

r = R3 : ci = Cp
i

.

В рамках неявной разностной схемы, применяя уравнение (3), полученную си-
стему уравнений, можно свести к общему виду [21,22]:

Acji+1,z  - Bcji,z +Dcji - 1,z = Fi,z, (11)

где A =
Deff
z

h2
;B =

3Deff
z

2h2
+
\varepsilon p
\tau 
; D =

Deff
z

2h2
;Fi,z =  - 

\sum 
\upsilon in\omega n  - \varepsilon p

\tau 
cj - 1
i,z ; i = 2, N  - 1;

j = 2,M  - 1; z = 1, 4.
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Положим, что существуют такие наборы чисел \alpha i,z и \beta i,z при которых

cji,z = \alpha i,zc
j
i+1,z + \beta i,z (12)

т. е. трехточечное уравнение второго порядка (11) преобразуется в двухточечное
уравнение первого порядка (12). Уравнение (12) решается методом прогонки.

Примем для модельной реакции (4): \varepsilon p = 0.5; Dz = 1; k1 = 7.02; k2 = 0.09;
k3 = 0.052; k4 = 2.6775; k5 = 0.74; k6 = 1.1775.

Уменьшим в связи (12) индекс на единицу и полученное выражение cji - 1,z =

\alpha i - 1,zc
j
i,z + \beta i - 1,z подставим в уравнение (11):

Acji+1,z  - Bcji,z +D
\bigl( 
\alpha i - 1,zc

j
i,z + \beta i - 1,z

\bigr) 
= Fi,z. (13)

Приведём подобные в уравнении (13):

cji,z =
A

B  - D\alpha i - 1,z

cji+1,z +
D\beta i - 1,z  - Fi,z
B  - D\alpha i - 1,z

(14)

Полученное выражение имеет вид (12) и будет с ним совпадать, если при всех
i = 2, N  - 1 выполняются соотношения:

\alpha i,z =
A

B  - D\alpha i - 1,z

; \beta i,z =
D\beta i - 1,z  - Fi,z
B  - D\alpha i - 1,z

(15)

Вычисление коэффициентов \alpha i,z и \beta i,z cоставляют прямой ход прогонки. Обрат-
ный ход прогонки определяется формулой (14).

Используя начальные и граничные условия, вычислим \alpha 1,z и \beta 1,z, для нахождения
последующих прогоночных коэффициентов: \alpha 1,z = 0; \beta 1,2 = C0

2 ; \beta 1,4 = C0
4 ; \beta 1,10 = C0

10;
\beta 1,i = 0; i = 5..8, 11..14.

Графики на рис. 4 и 5 показывают, как расходуются и образуются компонен-
ты x2  - (CH3)3COH и x5  - (CH3)3COMe модельной реакции (14) в зависимости
от времени реакции и радиуса зерна катализатора. По графику изменения концен-
трации c2(r, t) (рис. 4) наблюдается расходование компонента x2 по времени t, кото-
рый участвует в двух стадиях реакции (14). График изменения концентрации c5(r, t)
(рис.5) показывает образование компонента x5 по времени t.

Рис. 4. Процессы образования компонента
x2  - (CH3)3 COH

Рис. 5. Процессы расходования компонента
x5  - (CH3)3 COMe.
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4. Заключение

Таким образом, разработаны алгоритм и программа решения систем уравнений
в частных производных для моделирования кинетики и диффузии на зерне ката-
лизатора многостадийной химической реакции с применением теории графов для
гетерогенной реакции. Разработанная программа позволяет получить зависимости
концентраций компонентов от времени реакции и радиуса зерна катализатора.
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Mathematical simulation of a chemical reaction on a

catalyst grain using the finite difference method

A. A. Usmanova1, K. F. Koledina1,2

Institute of Petrochemistry and Catalysis of RAS1,
Ufa State Oil Technical University2

Abstract: A heterogeneous reaction of a multistage chemical reaction is considered.
In the work, mathematical modeling of a system of equations consisting of partial
derivatives of a parabolic type is carried out, taking into account the kinetics and
mass transfer on the grain of the zeolite catalyst. The graph-theoretic method is
used to build the system, and the finite difference method is used to solve it. The
study shows the results obtained by modeling the reaction of the synthesis of methyl
tert-butyl ether under the action of HY on the catalyst grain.

Keywords: mathematical modeling, finite difference method, diffusion, kinetics, mass
transfer in a catalyst grain.
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