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Аннотация: В статье построен численный метод решения обратной задачи для
математической модели, описываемой слаборегулярным интегральным уравне-
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1. Введение

Работа посвящена численному исследованию интегральных динамических моде-
лей, в основе которых лежат интегральные уравнения Вольтерра I рода с ядрами,
терпящими разрывы на множестве гладких кривых. Речь идет об уравнениях вида\int t

0

K(t, s)x(s)ds = g(t), 0 \leq s \leq t \leq T, g(0) = 0, (1)

где ядро K(t, s) представимо в форме

K(t, s) =

\left\{           
K1(t, s), t, s \in m1,

. . . . . . . . . . . .

Kn(t, s), t, s \in mn,

(2)

Здесь mi = \{ t, s
\bigm| \bigm| \alpha i - 1(t) < s < \alpha i(t)\} , \alpha 0(t) = 0, \alpha n(t) = t, i = 1, n, \alpha i(t), g(t) \in 

\scrC 1
[0,T ], функции Ki(t, s) имеют непрерывные производные по переменной t при (t, s) \in 
cl(mi), Kn(t, t) \not = 0, \alpha i(0) = 0, 0 < \alpha 1(t) < \alpha 2(t) < . . . < \alpha n - 1(t) < t, функции
\alpha 1(t), . . . , \alpha n - 1(t) монотонно возрастают и 0 < \alpha \prime 

1(0) \leq . . . \leq \alpha \prime 
n - 1(0) < 1, а cl(mi) —

замыкание множества mi.
Такие слабо регулярные уравнения Вольтерра первого рода с кусочно-непрерывными

ядрами были впервые классифицированы Д. Н. Сидоровым [1] и А. Лоренци [2]
и активно изучались многими авторами в течение последнего десятилетия. Здесь
читатели могут обратиться к [3] и источникам в этой монографии. Операторным
уравнениям Вольтерра первого рода с разрывнами ядрами посвящены работы Н. А.
Сидорова и Д. Н. Сидорова [4]. Такие модели Вольтерра находят применение при
моделировании различных динамических процессов, включая системы накопителей
энергии [5, 6].
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2. Обратная задача

Классическая постановка задачи для модели (1)-(2) заключается в определении
x(t) при известных остальных компонентах. Однако ряд естественных приложений
модели (1)-(2) на практике приводит обратной задаче, заключающейся в определе-
нии линий разрыва \alpha i(t). При такой постановке уравнение (1) трактуется уже как
нелинейное интегральное уравнение с неизвестными пределами интегрирования, чис-
ленное исследование которого представляет математически более сложную задачу.
Сложность дискретизации в первую очередь связана с аппроксимацией интегралов
при неизвестных длинах отрезков интегрирования.

Модели, описываемые интегральными уравнениями с неизвестными пределами
интегрирования, берут свое начало в работах В. М. Глушкова [7], их экономические
приложения исследуются в работах N. Hritonenko и Yu. Yatsenko [8], ряд прямых и
итерационных численных методов предложен А. Н. Тындой в [9, 10].

В настоящей работе для обратной задачи (1)-(2) в случае n = 2 предлагается пря-
мой метод дискретизации первого порядка точности с апостериорной верификацией
вычислений.

3. Численный метод

Рассмотрим задачу (1)-(2) при n = 2, состоящую в определении одной неизвест-
ной функции разрыва \alpha 1(t) = \alpha (t):

\alpha (t)\int 
0

K1(t, s)x(s)ds+

t\int 
\alpha (t)

K2(t, s)x(s)ds = f(t), t \in [0, T ]. (3)

Для построения приближенного решения введем на отрезке [0, T ] сетку узлов
0 = t0 < t1 < \cdot \cdot \cdot < tN = T . Решение будем искать в виде кусочно-линейной функции
\alpha N(t), построенной по точкам (tk, \alpha k), \alpha k = \alpha (tk), k = 0, 1, 2, . . . , N .

Приступим к определению неизвестных значений \alpha k, k = 0, 1, 2, . . . , N . Для про-
ведения дискретизации уравнения (3) введем также вспомогательную целочисленную
функцию

v(k) = vk если tvk - 1 < \alpha k \leqslant tvk , k = 1, 2, . . . , N.

Другими словами, v(k) обозначает номер сегмента сетки, на который попадает неиз-
вестное значение \alpha k. Поскольку \alpha (t) — монотонно возрастающая функция и \alpha (t) < t,
имеем

vk \leqslant k и vp \leqslant vm при p < m.

Потребуем чтобы в узлах сетки t = tk, k = 1, 2, . . . , N уравнение (3) обращалось в
равенства:

\alpha k\int 
0

K1(tk, s)x(s)ds+

t\int 
\alpha k

K2(tk, s)x(s)ds = f(tk), k = 1, 2, . . . , N. (4)

Используя определение vk и обозначив fk = f(tk), можем представить (4) в сле-
дующем виде
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vk - 1\sum 
m=1

tm\int 
tm - 1

K1(tk, s)x(s)ds+

\alpha k\int 
tvk - 1

K1(tk, s)x(s)ds+

+

tvk\int 
\alpha k

K2(tk, s)x(s)ds+
k - 1\sum 
p=vk

tp+1\int 
tp

K2(tk, s)x(s)ds = fk. (5)

Допуская, что значения vk, k = 1, 2, . . . , N каким-то образом получены, аппрок-
симируем интегралы в (5) следующим образом

vk - 1\sum 
m=1

K1

\biggl( 
tk,

tm - 1 + tm
2

\biggr) 
x

\biggl( 
tm - 1 + tm

2

\biggr) 
(tm - tm - 1)+(\alpha k - tvk - 1)K1(tk, tvk - 1)x(tvk - 1)+

+ (tvk  - \alpha k)K2(tk, tvk)x(tvk) +
k - 1\sum 
p=vk

K2

\biggl( 
tk,

tp + tp+1

2

\biggr) 
x

\biggl( 
tp + tp+1

2

\biggr) 
(tp+1  - tp) = fk.

(6)

Здесь для аппроксимации интегралов в первом и четвертом слагаемых (5) при-
менена квадратурная формула средних прямоугольников, для второго слагаемого —
левых, а для третьего — правых прямоугольников.

Из (6) имеем

\alpha k =
fk  - S1  - S2 + tvk - 1K1(tk, tvk - 1)x(tvk - 1) - tvkK2(tk, tvk)x(tvk)

K1(tk, tvk - 1)x(tvk - 1) - K2(tk, tvk)x(tvk)
, (7)

где

S1 =

vk - 1\sum 
m=1

K1

\biggl( 
tk,

tm - 1 + tm
2

\biggr) 
x

\biggl( 
tm - 1 + tm

2

\biggr) 
(tm  - tm - 1),

S2 =
k - 1\sum 
p=vk

K2

\biggl( 
tk,

tp + tp+1

2

\biggr) 
x

\biggl( 
tp + tp+1

2

\biggr) 
(tp+1  - tp).

Таким образом, при знании номеров vk, k = 1, N, приближенные значения \alpha k
искомой функций в точках сетки могут быть найдены по явной формуле (7).

Идея определения номеров vk состоит в последовательном для каждого номера
узла k = 1, 2, . . . , N, переборе возможных значений vk :

v1 = 1;

v2 = v1 или v2 = 2;

v3 = v2 или v3 = v2 + 1 или v3 = 3;

\cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot \cdot 
vk = vk - 1, vk = vk - 1 + 1, vk = vk - 1 + 2, . . . , vk = k,

и нахождении соответствующих значений \alpha k по формуле (7). Перебор для каждого
значения k прекращается в случае выполнения условия \alpha k \in (tvk - 1, tvk ], подтвержда-
ющего предположение о принадлежности \alpha k указанному интервалу.
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Нетрудно видеть, что оценка точности приближенного решения задачи (3) по
предложенной вычислительной схеме имеет вид

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in [0,T ]

| \alpha N(t) - \alpha (t)| = O

\biggl( 
1

N2

\biggr) 
. (8)

4. Арифметическая сложность

Обратимся к вопросу затратности предложенного метода с точки зрения ариф-
метической сложности вычислений. Будем считать количество требуемых арифме-
тических операций, вычислений значений входящих в уравнение функций, а также
операций сравнения двух чисел.

1. Вычисление значений функций f(t), K1(t, s), K2(t, s), x(t) в узлах сетки и в сред-
них точках:

4N +N2;

2. Вычисление значений \alpha k, k = 1, 2, . . . , N :

12\cdot 

Вычисление сумм S1,S2\underbrace{}  \underbrace{}  
3 \cdot 

N\sum 
k=1

2 \cdot 1 + k  - 1

2
(k  - 1)= 36

N\sum 
k=1

k(k  - 1) =

= 36

\biggl( 
N(N + 1)(2N + 1)

6
 - 1 +N

2
N

\biggr) 
= 12N(N2  - 1);

3. Оценка количества арифметических операций P 1
N на перебор возможных зна-

чений \alpha k:

P 1
N \leqslant 

N\sum 
k=1

(1 + 2 + \cdot \cdot \cdot + k) =
1

2

N\sum 
k=1

k(k + 1) =
N(N + 1)(N + 2)

6
;

4. Оценка количества операций сравнения P 2
N при переборе возможных значений

\alpha k:

P 2
N \leqslant 2P 1

N =
N(N + 1)(N + 2)

3
.

Таким образом, получаем общую оценку P (N) арифметической сложности мето-
да:

P (N) = 4N +N2 + P 1
N + P 2

N \leqslant 4N +N2 + 12N(N2  - 1) +
N(N + 1)(N + 2)

6
+

+
N(N + 1)(N + 2)

3
=
N(25N2 + 5N  - 14)

2
= O(N3). (9)
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