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Аннотация: В работе исследуются алгебраические и геометрические свойства
циклических подпространств относительно линейных операторов, возникающих
при исследовании линейных систем управления. Полученные свойства выраже-
ны в терминах минимальных аннулирующих многочленов суммы и пересечения
соответствующих циклических подпространств. Использование полученных ре-
зультатов позволяет выбрать искомое управляющее воздействие для решения
задач частичной устойчивости.
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В работе представлены результаты исследований, начатых в [1, 2]. Опираясь
на [3, 4], исследованы взаимосвязи базисов двух циклических подпространств с ми-
нимальными аннулирующими многочленами этих подпространств относительно за-
данного линейного оператора.

При исследовании различных характеристик линейных систем управления воз-
никает задача выбора управляющего воздействия таким образом, чтобы парамет-
ры системы удовлетворяли требуемым характеристикам. Изучение свойств системы
управления позволяют выбрать управляющее воздействие так, чтобы динамика си-
стемы определялась заданными характеристиками.

Однако, при решении задач частичной устойчивости, управляемости, стабилиза-
ции возникают определенные трудности. Так, например, при решении задач частич-
ной устойчивости, если система уже является устойчивой относительно каких-то пе-
ременных и в предположении, что система не является вполне управляемой, то нет
необходимости воздействовать на все компоненты фазового вектора системы. Возни-
кает задача определения тех компонент фазового вектора, воздействие на которые
позволяет все же добиться устойчивости данной системы.

Рассмотрим линейный оператор

\scrD : \scrL \rightarrow \scrL .

где \scrL  - конечномерное линейное пространство.
Пусть x \not = 0 - произвольный элемент линейного пространства \scrL . Тогда в силу

конечномерности пространства \scrL найдется такое число s \in N , такое что векторы
x,\scrD x, . . . ,\scrD s - 1x - линейно независимы, а вектор \scrD sx является линейной комбинаци-
ей предыдущих векторов: \scrD sx =  - \gamma s\scrD s - 1x - \cdot \cdot \cdot  - \gamma 2\scrD x - \gamma 1x. Таким образом,

\sigma (\lambda ) = \lambda s + \gamma s\lambda 
s - 1 + \cdot \cdot \cdot + \gamma 2\lambda + \gamma 1,

где 0 \leq s \leq \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\scrL , является минимальным аннулирующим многочленом вектора x
относительно линейного оператора \scrD .
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Тогда справедливо соотношение

\sigma (\scrD )x = 0.

Пусть a и b заданные ненулевые элементы линейного пространства \scrL .
Рассмотрим циклические подпространства Ua и Ub оператора \scrD , порождаемые

элементами a и b:
Ua =

\bigl\langle 
a,\scrD a, . . . ,\scrD m - 1a

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ua = m,

Ub =
\bigl\langle 
b,\scrD b, . . . ,\scrD n - 1b

\bigr\rangle 
, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}Ub = p.

Таким образом, минимальные аннулирующие многочлены элементов a и b имеют,
соответственно, вид

\sigma a(\lambda ) = \lambda m + \alpha m\lambda 
m - 1 + \cdot \cdot \cdot + \alpha 2\lambda + \alpha 1,

\sigma b(\lambda ) = \lambda p + \beta p\lambda 
p - 1 + \cdot \cdot \cdot + \beta 2\lambda + \beta 1.

Рассмотрим подпространства Ua + Ub и Ua \cap Ub.

Предложение 1. Если \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua \cap Ub) = k > 0, то в подпространстве Ua + Ub под-
пространство

Ua \cap Ub =
\bigl\langle 
\scrD m - ka,\scrD m - k+1a, . . . ,\scrD m - 1a

\bigr\rangle 
=
\bigl\langle 
\scrD p - kb,\scrD p - k+1b, . . . ,\scrD p - 1b

\bigr\rangle 
,

является инвариантным подпространством линейного оператора \scrD .

Следствие 1. Исходя из условий леммы 1 следует, что

Ua + Ub =

\Biggl\langle 
a,\scrD a, . . . ,\scrD m - k - 1a\underbrace{}  \underbrace{}  

m - k

,\scrD m - ka,\scrD m - k+1a, . . . ,\scrD m - 1a\underbrace{}  \underbrace{}  
k

, b,\scrD b, . . . ,\scrD p - k - 1b\underbrace{}  \underbrace{}  
p - k

\Biggr\rangle 
=

=

\Biggl\langle 
a,\scrD a, . . . ,\scrD m - k - 1a\underbrace{}  \underbrace{}  

m - k

,\scrD p - kb,\scrD p - k+1b, . . . ,\scrD p - 1b\underbrace{}  \underbrace{}  
k

, b,\scrD b, . . . ,\scrD p - k - 1b\underbrace{}  \underbrace{}  
p - k

\Biggr\rangle 
,

\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m} (Ua + Ub) = m - k + k + p - k = m+ p - k.

Очевидно, что подпространство

Ua \cap Ub =
\bigl\langle 
\scrD m - ka,\scrD m - k+1a, . . . ,\scrD m - 1a

\bigr\rangle 
является инвариантным циклическим подпространством относительно оператора \scrD 
порождаемым элементом c = \scrD m - ka. При этом

Ua \cap Ub =
\bigl\langle 
c,\scrD c, . . . ,\scrD k - 1c

\bigr\rangle 
.

Тогда минимальный аннулирующий многочлен этого циклического подпространства
имеет вид:

\sigma c(\lambda ) = \lambda k + \delta k\lambda 
k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \delta 2\lambda + \delta 1.

Рассмотрим линейный оператор \scrB сужение линейного оператора\scrD на подпроcтран-
ство Ua + Ub, т.е. \scrB x = \scrD x, x \in Ua + Ub. Тогда в базисе

e1 = \scrD m - ka, . . . , ek = \scrD m - 1a, ek+1 = a, ek+2 = \scrD a, . . . , em = \scrD m - k - 1a,
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em+1 = b, em+2 = \scrD b, . . . , em+p - k = \scrD p - k - 1b,

матрица линейного оператора \scrB имеет вид:

Be =

\left(                       

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \delta 1 0 \cdot \cdot \cdot 1 \cdot \cdot \cdot 0  - \kappa 1

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \delta 2 0 \cdot \cdot \cdot 0 \cdot \cdot \cdot 0  - \kappa 2
...

. . .
...

...
...

...
...

...
...

...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \delta k 0 \cdot \cdot \cdot 0 \cdot \cdot \cdot 0  - \kappa k

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 1 \cdot \cdot \cdot 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

... \cdot \cdot \cdot ...
...

... \cdot \cdot \cdot ...
... \cdot \cdot \cdot ...

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0 \cdot \cdot \cdot 1 0

\right)                       

.

При этом, характеристический многочлен оператора \scrB имеет вид:

\chi \scrB (\lambda ) = \lambda m+p - 2k\sigma c(\lambda ) = \lambda m+p - k + \delta k\lambda 
m+p - k - 1 + \cdot \cdot \cdot + \delta 2\lambda 

m+p - 2k+1 + \delta 1\lambda 
m+p - 2k.

Следствие 2. Если Ua\cap Ub = 0, то Ua+Ub = Ua\oplus Ub. При этом матрица оператора
\scrB в базисе

e1 = a,\scrD a, . . . , em = \scrD m - 1a, em+1 = b, em+2 = \scrD b, . . . , em+p = \scrD p - 1b,

имеет вид:

Be =

\left(                       

0 \cdot \cdot \cdot 0  - \alpha 1 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

1 \cdot \cdot \cdot 0  - \alpha 2 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

...
. . .

...
...

...
...

...
...

0 \cdot \cdot \cdot 1  - \alpha m 0 \cdot \cdot \cdot 0 0

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 0  - \beta 1

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 1 \cdot \cdot \cdot 0  - \beta 2
... \cdot \cdot \cdot ...

...
... \cdot \cdot \cdot ...

...

0 \cdot \cdot \cdot 0 0 0 \cdot \cdot \cdot 1  - \beta p

\right)                       

.

Характеристический многочлен оператора \scrB представим в виде:

\chi \scrB (\lambda ) = \sigma a(\lambda )\sigma b(\lambda ).
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On algebro-geometric properties of cyclic subspaces of

linear operators

V. I. Nikonov

National Research Ogarev Mordovia State University

Abstract: The algebraic and geometric properties of cyclic subspaces with respect to
linear operators, which arise in the study of linear control systems, are investigated.
The resulting properties are expressed in terms of the minimal annihilating polynomials
of the sum and intersection of the corresponding cyclic subspaces. The use of the
obtained results allows one to choose the desired control action for solving problems
of partial stability.
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