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Аннотация: В статье рассматриваются преобразования рядов Фурье. Они пред-
ставлены с использованием тригонометрической функции и комплексных чисел.
Представлено применение рядов Фурье в прикладных исследованиях, отмечены
преимущества и недостатки их применения.
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А знаете ли вы, почему при игре на гитаре медиатором, звук получается громче,
чем при игре пальцами? Теория рядов Фурье, непосредственно, ответит на данный
вопрос.

Предположим, что задана некая функция. Требуется узнать: можно ли (и если
можно, то как) представить эту функцию в виде наложения большого количества
синусоид с разными амплитудами, фазами и частотами. Впервые эта задача появи-
лась в начале 18 в. в связи с решением вопроса о форме колебаний струны. Из
теории и практики было известно, что струна может колебаться по синусоиде, при-
том так, что на её длине всегда умещается целое число полуволн, что обусловлено
условием закрепления струны на концах. Эти простейшие синусоидальные формы
колебаний струны стали называть гармониками. Было также известно, что струна
может колебаться не только по синусоиде, но и принимать более сложные формы.
Таким образом, ряды Фурье помогают понять, по форме функций, какие гармоники
содержатся в функции f(x, t) и, сказать, какие частоты слышимы [1, с. 327].

Прежде чем подробно рассмотреть ряды Фурье, необходимо отметить, что суще-
ствует два подхода к изложению этой темы.

Запишем формулу Эйлера для комплексной экспоненты:

ei\varphi = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi + \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi . (1)

Из этого следует, что все возможные линейные комбинации, т. е. сумма с раз-
личными коэффициентами \{ \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} kx, \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} kx\} , эквивалентны всем возможным линей-
ным комбинациям \{ eikx, e - ikx\} . Эта эквивалентность приводит к возникновению двух
подходов в описании методики. Первый вариант является более наглядным и более
естественным, в нём не возникают комплексные числа, второй – более красивый,
компактный.

Рассмотрим первый подход к описанию рядов Фурье.
Разложение в ряд Фурье основывается на предположении, что все имеющие прак-

тическое значение функции в интервале  - \pi \leq x \leq \pi можно выразить в виде схо-
дящихся тригонометрических рядов. Известно, что ряд считается сходящимся, если
сходится последовательность частичных сумм, составленных из его членов.

Стандартная запись осуществляется через сумму \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} и \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}:

f(x) = a0 + a1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}x+ a2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2x+ a3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 3x+ ...+ b1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x+ b2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2x+ b3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 3x+ ... (2)
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где a0, a1, ..., b1, b2 – действительные константы, т. е.

f(x) =
a0
2

+
\infty \sum 
n=1

(an \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nx+ bn \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nx),

где для диапазона от -\pi до \pi коэффициенты ряда Фурье рассчитываются по форму-
лам [2, с. 167]:

a0 =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(x)dx, an =
1

\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nxdx, bn =

\pi \int 
 - \pi 

f(x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nxdx.

Известно, что коэффициенты ряда находятся методом интегрирования по частям
или с помощью интегрирования тригонометрических функций.

Формула (2) – это периодический ряд Фурье с периодом 2\pi . Само разложение
в ряд Фурье применяется для начальной функции (2), в частности, она расклады-
вается на компоненты \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} и \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}. Это востребовано при описании переменных тока и
напряжений, сложных акустических сигналов.

Стоит отметить, что, прежде чем вычислить сходящийся тригонометрический
ряд, нужно рассмотреть достаточный признак сходимости ряда Фурье [3, с. 4]. Сум-
ма полученного ряда S(x) равна значению функции f(x) в точках непрерывности
функции, а в точках её разрыва сумма ряда равна полусумме левостороннего и пра-
востороннего пределов функции, то есть если x = c – точка разрыва, то:

S(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=c

=
f(c - 0) + f(c+ 0)

2
. (3)

Для разложения функции в ряд Фурье также понадобится понятие чётности
функции. Если функция f(x) чётная, то её ряд Фурье будет содержать только коэф-
фициенты an и в самом ряде будут содержаться только функции \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}. В таком случае
функция примет вид:

S(x) =
a0
2

+
\infty \sum 
n=1

an \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nx, (4)

где

a0 =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x)dx, an =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}nxdx.

Если же функция нечётная, то в ряде Фурье будут иметься только \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}, а для его
нахождения нужны лишь коэффициенты bn. Нечётная функция ряда Фурье выгля-
дит следующим образом:

S(x) =
\infty \sum 
n=1

bn \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nx, (5)

где

bn =
2

\pi 

\pi \int 
0

f(x) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}nxdx.
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Итак, мы выяснили, что периодическая функция описывает некоторые колебания
(прибавление к аргументу какого-то числа, называемого периодом, не изменит функ-
ции). Но стоит сказать и о непериодической функции Фурье. Например, её можно
доопределить как чётную или нечётную [3, с. 8].

Теперь рассмотрим второй подход к разложению в ряд Фурье.
Запись коэффициентов и рядов Фурье можно также упростить с использованием

понятия комплексного числа. Каждое слагаемое в ряде Фурье имеет вид:

ak \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k\omega t+ bk \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k\omega t, (6)

а функции \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} и \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} представимы через экспоненту с мнимым показателем.
Запишем основное соотношение теории функции комплексного переменного:

eik\omega t = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k\omega t+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k\omega t, (7)

где i – мнимая единица.
То же самое соотношение можно записать и для обратного по знаку показателя:

e - ik\omega t = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k\omega t - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k\omega t, (8)

В силу того, что \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} – чётная функция, противоположный аргумент не изменит
ее значения, \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} же, как нечётная функция, изменит знак.

Из формул (7) и (8) можно выразить \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} и \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}. Для этого нужно, соответственно,
сложить и вычесть данные формулы. Получим:\Biggl\{ 

eik\omega t + e - ik\omega t = 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} k\omega t,

eik\omega t  - e - ik\omega t = 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} k\omega t.
(9)

Подставим полученное выражение для \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} и \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (9) в исходное выражение (6).
После элементарного преобразования мы получим:\biggl( 

ak
2

+
bk
2i

\biggr) 
eik\omega t +

\biggl( 
ak
2

 - bk
2i

\biggr) 
e - ik\omega t. (10)

Теперь для единообразия представления сделаем предположение, что ряд сум-
мируется по k не от (0;+\infty ), а от ( - \infty ; +\infty ). Тогда второе слагаемое выражения
(10) будет соответствовать отрицательной, а первое слагаемое – положительной ча-

сти этого ряда. Коэффициент, стоящий перед мнимой экспонентой

\biggl( 
ak
2

+
bk
2i

\biggr) 
, мы

обозначим через ck – комплексное число, зависящее от k и от того, к какой части
ряда (положительной или отрицательной) оно относится.

С учетом
1

i
=  - i получим:

ck =
ak  - ibk

2
при k > 0 (11)

и

ck =
ak + ibk

2
при k < 0. (12)
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Пользуясь введёнными обозначениями (11) и (12), сумму ряда мы можем запи-
сать в виде:

f(t) =
+\infty \sum 

k= - \infty 

cke
ik\omega t. (13)

Преимущества такой формы представления заключаются в следующем. Во-первых,
эта запись компактна, единообразна и эстетична. Во-вторых, именно с помощью этой
записи можно осуществить предельный переход в случае бесконечного периода и по-
лучить непрерывное преобразование Фурье для непериодических сигналов [4].

Метод Фурье зарекомендовал себя как эффективное средство исследования фи-
зических процессов: он позволяет в подчас весьма зашумлённом сигнале увидеть то,
что невооружённым взглядом увидеть невозможно, выделить те колебания, кото-
рые имеют особый смысл в рамках решаемой задачи. Тем не менее, у этого метода
есть и ограничения. Главный недостаток заключается в том, что он пригоден только
для стационарных процессов (под стационарностью понимается не постоянство сиг-
нала во времени, а постоянство его спектральных характеристик). Если амплитуда
какой-то гармоники изменилась, метод Фурье не выявит, в какой момент времени
это произошло.

Благодаря широкому применению метода Фурье и сходных с ним аналитических
методов мы и сегодня можем повторить с полным основанием то, что лорд Кельвин
сказал в 1867 году: «Теорема Фурье не только является одним из самых изящных
результатов современного анализа, но и даёт нам незаменимый инструмент в иссле-
довании самых трудных вопросов современной физики» [5].
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