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Ввиду постоянного развития техники необходимо улучшать и разрабатывать новые ти-
пы первичных преобразователей, в частности, датчики давления [1–6], характеризующиеся
экстренными условиями эксплуатации. Все датчики давления в той или иной степени кри-
тичны к воздействию температур и виброускорений. Датчики давления можно размещать
непосредственно на двигателе, однако при этом на датчики воздействуют широкие диапазо-
ны температур и повышенные виброускорения, что приводит к дополнительной погрешно-
сти измерений, и в ряде случаев к разрушению упругого чувствительного элемента датчика.
Вопросам влияния нестационарной температуры измеряемой среды на погрешность измере-
ния посвящена работа [7]. В работе [8] рассмотрены вопросы повышения виброустойчивости
датчиков, выбора конструкционных и функциональных материалов.

В механической системе «трубопровод – датчик давления» датчик расположен на неко-
тором расстоянии от двигателя и соединен с ним с помощью трубопровода, что позволяет
ослабить воздействие высоких температур и виброускорений. Задача состоит в получении
дифференциальных уравнений, связывающих закон изменения давления рабочей среды на
входе в трубопровод (на выходе из камеры сгорания двигателя) и деформацию упругого
элемента датчика (расположенного на выходе из трубопровода) и предназначенных по ве-
личине деформации элемента рассчитать давление в двигателе. Совокупность некоторых
моделей и методов исследования механической системы «трубопровод – датчик давления»
представлена, например, в [9, 10]. В случае несжимаемости рабочей среды математические
модели системы «трубопровод – датчик давления» рассматривались в работах [11–15].

В данной работе на основе предложенных моделей, описываемых системами дифферен-
циальных уравнений, исследуется совместная динамика чувствительного элемента датчика
давления и рабочей среды в трубопроводе в предположении, что среда идеальная и сжи-
маемая. Для описания движения рабочей среды используются линейные модели механики
жидкости и газа, для описания динамики чувствительного элемента применяются линейные
модели механики твердого деформируемого тела.

Математическая постановка начально-краевой задачи, соответствующей плоской моде-
ли механической системы «трубопровод-датчик давления», имеет вид

\varphi tt = a20(\varphi xx + \varphi yy), x \in (0, l), y \in (0, h), (1)

\varphi y(x, 0, t) = \varphi y(x, h, t) = 0, x \in (0, l), (2)

\varphi x(l, y, t) = \.w(y, t), y \in (0, h), (3)

 - \rho 0\varphi t(0, y, t) = P (y, t), y \in (0, h), (4)

P0  - \rho 0\varphi t(l, y, t)  - P\ast = L(w(y, t)), y \in (0, h). (5)
\ast Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ и Ульяновской области (проекты №18-

41-730015, №19-41-730006).
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Дифференциальный (или интегро-дифференциальный) оператор L(w(y, t)) в уравнении
(5) может быть задан по разному в зависимости от выбранной модели твердого деформи-
руемого тела, например,

L(w(y, t)) = L\ast (w(y, t)) \equiv m \"w + Dw
\prime \prime \prime \prime 

+ Nw
\prime \prime 

+ \beta \.w
\prime \prime \prime \prime 

+ f( \.w,w). (6)

В (1)-(6) \varphi (x, y, t) – потенциал скорости, описывающий движение сжимаемой рабочей
среды в трубопроводе с прямолинейными стенками y = 0, y = h; w(y, t) – деформация упру-
гого элемента датчика, расположенного в конце трубопровода x = l; \rho 0, P0, a0 – плотность,
давление, скорость звука, соответствующие состоянию покоя рабочей среды; P (y, t) – задан-
ный закон изменения давления рабочей среды на входе в трубопровод x = 0; P\ast – внешнее
воздействие на упругий элемент; m и D – погонная масса и изгибная жесткость упругого
элемента; N – сжимающее (растягивающее) элемент усилие; \beta – коэффициент внутреннего
демпфирования; f( \.w,w) – некоторая линейная или нелинейная функция, зависящая от де-
формации w(y, t) и скорости деформации \.w(y, t); индексы x, y, t снизу обозначают частные
производные по координатам x, y и времени t, точка сверху – частную производную по t,
штрих – частную производную по y.

Уравнение (1) описывает движение идеального газа в трубопроводе; (2), (3) – условия
непротекания стенок трубопровода и поверхности упругого элемента; условие (4) задает за-
кон изменения давления на входе в трубопровод; уравнение (5) описывает динамику упру-
гого элемента. Необходимо задать начальные условия для функций \varphi (x, y, t) и w(y, t), а
также граничные условия для w(y, t) при y = 0, y = h, соответствующие типу закрепле-
ния концов элемента (например, w = wy = 0 для жесткого защемления, w = wyy = 0 для
шарнирного закрепления). Таким образом, имеем связанную краевую задачу для функций
\varphi (x, y, t) и w(y, t), которую следует дополнить начальными условиями.

Введем усредненные характеристики основных величин динамической системы

\Phi (x, t) =

h\int 
0

\varphi (x, y, t)dy, \xi (t) =

h\int 
0

w(y, t)dy,

G(t) =

h\int 
0

P (y, t)dy, Q(w) =

h\int 
0

L(w(y, t))dy.

(7)

Тогда, проводя в (1)-(5) интегрирование по y в пределах от 0 до h, с учетом обозначений
(7) и граничных условий (2) получим

\Phi tt  - a20\Phi xx = 0, (8)

\Phi x(l, t) = \.\xi (t), (9)

 - \rho 0\Phi t(0, t) = G(t), (10)

(P0  - P\ast )h - \rho 0\Phi t(l, t) = Q(w). (11)

Пусть w(y, t) = g(y)\theta (t), w0 =
h\int 
0

g(y)dy, где функция g(y) удовлетворяет граничным

условиям, соответствующим типу закрепления упругого элемента. Тогда

\xi (t) = \theta (t) \cdot 
h\int 

0

g(y)dy = w0\theta (t).
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В линейной модели оператор (6) принимает вид

\L(w(y, t)) = m \"w + Dw
\prime \prime \prime \prime 

+ Nw
\prime \prime 

+ \beta \.w
\prime \prime \prime \prime 

+ \alpha \.w + \gamma w,

где \alpha , \gamma – коэффициенты демпфирования и жесткости упругой связи. Тогда

Q(w) = m0
\"\theta (t) + \alpha 0

\.\theta (t) + \gamma 0\theta (t), (12)

где

m0 = m

h\int 
0

g(y)dy, \alpha 0 = \alpha 

h\int 
0

g(y)dy + \beta 

h\int 
0

g
\prime \prime \prime \prime 

(y)dy,

\gamma 0 = D

h\int 
0

g
\prime \prime \prime \prime 

(y)dy + N

h\int 
0

g
\prime \prime 
(y)dy + +\gamma 

h\int 
0

g(y)dy.

Таким образом, решение задачи (1)-(5) сведено к исследованию одномерной системы
(8)-(11) для функций \Phi (x, t), \theta (t), в которой Q(w) имеет вид (12), а \.\xi (t) = w0

\.\theta (t).
Отметим, что с помощью введения усредненных характеристик аналогичным образом

к решению одномерной задачи сводятся следующие начально-краевые задачи: задача, со-
ответствующая осесимметричной модели механической системы «трубопровод-датчик дав-
ления»; задача, соответствующая трехмерной модели системы «трубопровод-датчик давле-
ния», в которой сечение трубопровода имеет прямоугольную форму; задача, соответствую-
щая трехмерной модели системы «трубопровод-датчик давления» в цилиндрических коор-
динатах для трубопровода с поперечным сечением в виде сектора.

Рассматривается несколько способов исследования одномерной системы (8)-(11).
1. Аналитическое исследование. Общее решение уравнения (8) имеет вид: \Phi (x, t) =

= A(t - x
a0

) + B(t + x
a0

). Подставляя это решение в (9)-(11) и проводя ряд несложных ма-
тематических действий, получим уравнение с отклоняющимся аргументом, связывающее
величину отклонения \theta (t) чувствительного элемента датчика с законом изменения давле-
ния G(t) рабочей среды в двигателе

m0

\biggl[ 
\"\theta 

\biggl( 
t - l

a0

\biggr) 
+ \"\theta 

\biggl( 
t +

l

a0

\biggr) \biggr] 
+ \alpha 0

\biggl[ 
\.\theta 

\biggl( 
t - l

a0

\biggr) 
+ \.\theta 

\biggl( 
t +

l

a0

\biggr) \biggr] 
+

+\gamma 0

\biggl[ 
\theta 

\biggl( 
t - l

a0

\biggr) 
+ \theta 

\biggl( 
t +

l

a0

\biggr) \biggr] 
 - \rho 0a0w0

\biggl[ 
\.\theta 

\biggl( 
t - l

a0

\biggr) 
 - \.\theta 

\biggl( 
t +

l

a0

\biggr) \biggr] 
= 2[G(t) + (P0  - P\ast )h].

2. Численно-аналитическое исследование с помощью метода Галеркина, при реализа-
ции которого потенциал скорости \Phi (x, t) или давление z = P0  - \rho 0\Phi t(x, t) представляется в
виде отрезка ряда по полной на отрезке [0, l] системе функций, удовлетворяющих однород-
ным граничным условиям, соответствующим условиям (9), (10) или (10), (11). В результате
решение сведено к решению задачи Коши для линейной системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.

3. Численное исследование проводилось также на основе метода конечных разностей,
использовалась явная схема, на основе которой проведен численный эксперимент.
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