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Аннотация: Исследована одна краевая задача для дифференциального уравне-
ния с частными производными четвертого порядка с интегральным граничным
условием. Вначале исходная задача сводится к эквивалентной задаче, для ко-
торой доказывается теорема существования и единственности решения. Далее
с использованием этих фактов доказываются существование и единственность
классического решения исходной задачи.
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1. Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире,
приводит к изучению краевых задач для уравнений в частных производных. В настоя-
щее время теория краевых задач является одним из важнейших разделов теории диффе-
ренциальных уравнений. С точки зрения физических приложений актуально исследование
дифференциальных уравнений четвертого порядка.

Современные проблемы естествознания приводят к необходимости обобщения класси-
ческих задач математической физики, а также к постановке качественно новых задач, к
которым можно отнести нелокальные задачи для дифференциальных уравнений. Среди
нелокальных задач большой интерес представляют задачи с интегральными условиями.
Нелокальные интегральные условия описывают поведение решения во внутренних точках
области в виде некоторого среднего. Такого рода интегральные условия встречаются при
исследовании физических явлений в случае, когда граница области протекания процесса
недоступна для непосредственных измерений. Примером могут служить задачи, возникаю-
щие при исследовании диффузии частиц в турбулентной плазме [1], процессов распростра-
нения тепла [2, 3], процесса влагопереноса в капиллярно-простых средах [4], а также при
исследовании некоторых обратных задач математической физики [7;8].

Рассмотрим уравнение

utt(x, t) - \alpha uttxx(x, t) + uxxxx(x, t) = f(x, t) (1)

в замкнутой области DT = \{ (x, t) : 0 \leq x \leq 1, 0 \leq t \leq T\} и поставим для него краевую за-
дачу с нелокальными начальными условиями

u(x, 0) + \delta u(x, T ) = \varphi (x), ut(x, 0) + \delta ut(x, T ) = \psi (x) (0 \leq x \leq 1), (2)

периодическими условиями

u(0, t) = u(1, t), ux(0, t) = ux(1, t), uxx(0, t) = uxx(1, t) (0 \leq t \leq T ) (3)

180



XV Международная научная конференция
”Дифференциальные уравнения и их приложения в математическом моделировании”

Саранск, 15-18 июля 2021

и нелокальным интегральным условием\int 1

0
u(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ), (4)

где \delta \not = \pm 1, \alpha > 0 – заданные числа, \varphi (x), \psi (x), f(x, t) – заданные функции, а u(x, t) –
искомая функция.

Определение 1. Под классическим решением задачи (1)-(4) понимаем функцию u (x, t),
непрерывную в замкнутой области DT вместе со всеми своими производными, входящими
в уравнение (1), и удовлетворяющую условиям (1)-(4) в обычном смысле.

Справедлива следующая

Лемма 1. Пусть

\delta \not = \pm 1, \varphi (x) \in C[0, 1] ,

\int 1

0
\varphi (x)dx = 0, \psi (x) \in C[0, 1],

\int 1

0
\psi (x)dx = 0,

f(x, t) \in C(DT ),

\int 1

0
f(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ).

Тогда задача нахождения классического решения задачи (1)-(4) эквивалентна задаче
определения функций u(x, t), из (1)-(3),

uxxx(0, t) = uxxx(1, t) = 0 (0 \leq t \leq T ), (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u(x, t) является классическим решением задачи (1)-
(4). Интегрируя уравнение (1) от 0 до 1 по x, имеем:

d2

d t2

\int 1

0
u(x, t)dx - \alpha (uttx(1, t) - uttx(0, t)) + uxxx(1, t) - uxxx(0, t) =

=

\int 1

0
f(x, t)dx (0 \leq t \leq T ). (6)

Отсюда, с учётом
\int 1
0 f(x, t)dx = 0 и (3), приходим к выполнению равенства (5).

Теперь предположим, что u(x, t) является решением задачи (1)- (3), (5).
Тогда из (6), с учетом (3), (5), имеем:

y\prime \prime (t) = 0 (0 \leq t \leq T ), (7)

где

y(t) =

\int 1

0
u(x, t)dx(0 \leq t \leq T ). (8)

В силу (2) и
\int 1

0
\varphi (x)dx = 0 ,

\int 1

0
\psi (x)dx = 0, получаем:

y(0) + \delta y(T ) =

\int 1

0
(u(x, 0) + \delta u(x, T ))dx =

\int 1

0
\varphi (x)dx = 0,

y\prime (0) + \delta y\prime (T ) =

\int 1

0
(ut(x, 0) + \delta ut(x, T ))dx =

\int 1

0
\psi (x)dx = 0 (9)

Из (7) с учетом (9) с очевидностью получаем, что y(t) \equiv 0 (0 \leq t \leq T ). Отсюда, в силу
(8), приходим к выполнению равенства (4).

Лемма доказана.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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2. Существование и единственность решения задачи

Покажем существование решения задачи (1)-(3), (5).
Рассмотрим спектральную задачу:

X \prime \prime (x) + \lambda 2X(x) = 0, 0 \leq x \leq 1, (10)

X(0) = X(1), X \prime (0) = X \prime (1). (11)

Известно [6], что собственные числа задачи (8), (9) состоят из чисел \lambda k = 2\pi k (k =
0, 1, 2, ...), причем при k \geq 1 каждому собственному значению \lambda k соответствуют две линейно
независимые собственные функции cos\lambda kx, sin\lambda kx; кроме того, система

1, cos\lambda 1x, sin\lambda 1x, ..., cos\lambda kx, sin\lambda kx, ...

образует в L2(0, 1) ортогональный базис.
Классическое решение задачи (1)-(3), (5) будем искать в виде

u(x, t) =

\infty \sum 
k=0

u1k(t) cos \lambda kx+

\infty \sum 
k=1

u2k(t) sin \lambda kx, (12)

где

u10(t) =

\int 1

0
u(x, t)dx , u1k(t) = 2

\int 1

0
u(x, t) cos \lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

u2k(t) = 2

\int 1

0
u(x, t) sin \lambda kxdx (k = 1, 2, ...).

Применяя формальный метод Фурье, из (1), (2) получаем:

(1 + \alpha \lambda k
2)u\prime \prime 1k(t) + \lambda k

2u1k(t) = f1k(t) (k = 0, 1, 2, ..., 0 \leq t \leq T ), (13)

u1k(0) + \delta u1k(T ) = \varphi 1k, (k = 0, 1, 2, ... ) ,

u\prime 1k(0) + \delta u\prime 1k(T ) = \psi 1k (k = 0, 1, 2, ...),

(14)

(1 + \alpha \lambda 2k)u
\prime \prime 
2k(t) + \lambda 2ku2k(t) = f2k(t) (k = 1, 2, ...; 0 \leq t \leq T ), (15)

u2k(0) + \delta u2k(T ) = \varphi 2k (k = 1, 2, ...),

u\prime 2k(0) + \delta u\prime 2k(T ) = \psi 2k (k = 1, 2, ...),

(16)

где

\varphi 10 =

\int 1

0
\varphi (x)dx, \psi 10 =

\int 1

0
\psi (x)dx , f10(t) =

\int 1

0
f(x, t)dx ,

\varphi 1k = 2

\int 1

0
\varphi (x) cos\lambda kxdx, \psi 1k = 2

\int 1

0
\psi (x) cos \lambda kxdx , (k = 1, ...)

f1k(t) = 2

\int 1

0
f(x, t) cos \lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

\varphi 2k = 2

\int 1

0
\varphi (x) sin\lambda kxdx, \psi 21k = 2

\int 1

0
\psi (x) sin \lambda kxdx (k = 1, 2, ...),

f2k(t) = 2

\int 1

0
f(x, t) sin \lambda kxdx (k = 1, 2, ...).
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Из (13)-(16) имеем:

u10(t) = (1+\delta ) - 1\varphi 10+(1+\delta ) - 1(t - (1+\delta ) - 1\delta T )\psi 10 - \delta (1+\delta ) - 1

\int T

0
(T (1+\delta ) - 1+t - \tau )f10(\tau )d\tau +

+

\int t

0
(t - \tau )f10(\tau )d\tau (0 \leq t \leq T ), (17)

uik(t) =
1

\rho k(T )

\biggl\{ 
(cos \beta kt+ \delta cos \beta k(T  - t))\varphi ik +

1

\beta k
(sin\beta kt - \delta sin \beta k(T  - t))\psi ik - 

 - \delta 

\beta k(1 + \alpha \lambda 2k)

\int T

0
fik(\tau )(sin \beta k(T + t - \tau ) + \delta sin \beta k(t - \tau ))d\tau 

\biggr\} 
+

+
1

\beta k(1 + \alpha \lambda 2k)

\int t

0
fik(\tau ) sin \beta k(t - \tau )d\tau i = 1, 2, (k = 1, 2, ..., 0 \leq t \leq T ), (18)

где

\beta k =
\lambda 2k\sqrt{} 

1 + \alpha \lambda 2k

, \rho k(T ) = 1 + 2\delta cos \beta kT + \delta 2 (k = 1, 2, ...).

Очевидно, что

u\prime ik(t) =
1

\rho k(T )
\{ \beta k( - sin\beta kt+ \delta cos \beta k(T  - t) )\varphi ik + (cos \beta kt+ \delta cos \beta k(T  - t))\psi ik - 

 - \delta 

1 + \alpha \lambda 2k

\int T

0
fik(\tau )(cos \beta k(T + t - \tau ) + \delta cos \beta k(t - \tau ))d\tau 

\biggr\} 
+

+
1

1 + \alpha \lambda 2k

\int t

0
fik(\tau ) cos \beta k(t - \tau )d\tau ( i = 1, 2, k = 1, 2, ..., (0 \leq t \leq T )), (19)

u\prime \prime ik(t) =
1

1 + \alpha \lambda 2k
fik(t) - 

\beta 2k
\rho k(T )

\{ (cos\beta kt+ \delta cos\beta k(T  - t))\psi ik+

+ 1
\beta k
(sin\beta kt - \delta sin\beta k(T  - t))\psi ik - 

 - \delta 
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int T
0 fik(\tau )(sin\beta k(T + t - \tau ) + \delta sin\beta k(t - \tau ))d\tau 

\Bigr\} 
 - 

 - \beta k
1 + \alpha \lambda 2k

\int t

0
fik(\tau )(sin\beta k(t - \tau )d\tau (i = 1, 2, k = 1, 2, ...; 0 \leq t \leq T ), (20)

u\prime 0(t) = (1 + \delta ) - 1(\psi 10  - \delta 

\int T

0
f10(\tau )d\tau ) +

\int t

0
f10(\tau )d\tau (0 \leq t \leq T ). (21)

Теорема 1. Пусть \delta \not = \mp 1 и

1. \varphi (x) \in C4[0, 1], \varphi (5)(x) \in L2(0, 1) и \varphi (0) = \varphi (1), \varphi \prime (0) = \varphi \prime (1), \varphi \prime \prime (0) = \varphi \prime \prime (1),
\varphi \prime \prime \prime (0) = \varphi \prime \prime \prime (1) , \varphi (4)(0) = \varphi (4)(1) .

2. \psi (x) \in C3[0, 1], \psi (4)(x) \in L2(0, 1) и \psi (0) = \psi (1), \psi \prime (0) = \psi \prime (1), \psi \prime \prime (0) = \psi \prime \prime (1),
\psi \prime \prime \prime (0) = \psi \prime \prime \prime (1).

3. f(x, t), fx(x, t) \in C(DT ), fxx(x, t) \in L2(DT ) и f(0, t) = f(1, t), fx(0, t) = fx(1, t).
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Тогда функция

u(x, t) = (1 + \delta ) - 1
\Bigl\{ \int 1

0 \varphi (x)dx+ (t - \delta (1 + \delta ) - 1T )
\int 1
0 \psi (x)dx+

 - \delta 
\int T
0

\int 1
0 (T (1 - \delta (1 + \delta ) - 1) + t - \tau )f(x, t)dxdt

\Bigr\} 
+
\int t
0

\int 1
0 (t - \tau )f(x, t)dxd\tau +

+
\sum \infty 

k=1

\Bigl\{ 
1

\rho k(T ) \{ (cos\beta kt+ \delta cos\beta k(T  - t))\varphi 1k + 1
\beta k
(sin\beta kt  - \delta sin\beta k(T  - t))\psi 1k - 

 - \delta 
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int T
0 f1k(\tau )(sin\beta k(T + t - \tau ) + \delta sin\beta k(t - \tau ))d\tau 

\Bigr\} 
+

+ 1
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int t
0 f1k(\tau ) sin\beta k(t - \tau )d\tau 

\Bigr\} 
cos\lambda kx+

+
\sum \infty 

k=1

\Bigl\{ 
1

\rho k(T ) \{ (cos\beta kt+ \delta cos\beta k(T  - t))\varphi 2k + 1
\beta k
(sin\beta kt  - \delta sin\beta k(T  - t))\psi 2k - 

 - \delta 
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int T
0 f2k(\tau )(sin\beta k(T + t - \tau ) + \delta sin\beta k(t - \tau ))d\tau 

\Bigr\} 
+

+
1

\beta k(1 + \lambda 2k)

\int t

0
f2k(\tau ) sin\beta k(t - \tau )d\tau 

\biggr\} 
sin\lambda kx (22)

является решением задачи (1)-(3), (5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно видеть, что

\lambda 2k\surd 
\alpha + 1

< \beta k <
\lambda 2k\surd 
\alpha 
, | \rho k(T )| \geq 1 + \delta 2  - 2 | \delta | \equiv 1

\rho 
.

Учитывая это, из (18)-(20), соответственно, находим:

| uik(t)| \leq \rho (1 + \delta ) | \varphi ik| +
\surd 
\alpha + 1

\lambda k
\rho (1 + \delta )\psi ik+

+

\surd 
\alpha + 1

\alpha 

1

\lambda 3k
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T

\biggl( \int T

0
| fik(\tau )| 2 d\tau 

\biggr) 1
2

, (i = 1, 2)

\bigm| \bigm| u\prime ik(t)\bigm| \bigm| \leq \rho (1+\delta )
\lambda 2k\surd 
\alpha 
| \varphi ik| +\rho (1+\delta )\psi ik+

1

\alpha \lambda 2k
(1+\rho \delta (1+\delta ))

\surd 
T

\biggl( \int T

0
| fik(\tau )| 2 d\tau 

\biggr) 1
2

, (i = 1, 2)

| u\prime \prime ik(t)| \leq 
1

\alpha \lambda 2
k
| fik(t)| +

\lambda 2
k\surd 
\alpha 
\rho (1 + \delta ) | \varphi ik| +

\sqrt{} 
\alpha +1
\alpha \lambda k | \psi ik| +

+

\surd 
(\alpha +1)T

\alpha 2\lambda k
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\Bigl( \int T
0 | fik(\tau )| 2 d\tau 

\Bigr) 1
2
(i = 1, 2)

| u\prime \prime ik(t)| \leq \lambda  - 2
k | fik(t)| + \rho (1 + | \delta | )(| \varphi ik| + | \psi ik| )+

+(1 + \rho | \delta | (1 + | \delta | ))
\surd 
T\lambda  - 2

k

\Bigl( \int T
0 | fik(\tau )| 2 d\tau )

\Bigr) 1
2
(i = 1, 2).

Отсюда имеем:\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 5k \| uik(t)\| C[0,T ])
2

\Biggr) 1
2

\leq 
\surd 
3\rho (1+\rho )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 5k | \varphi ik| )2
\Biggr) 1

2

+
\sqrt{} 

3(\alpha + 1)\rho (1+\rho )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 4k | \psi ik| )2
\Biggr) 1

2

+

+

\surd 
\alpha + 1

\alpha 
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T

\Biggl( \int T

0

\infty \sum 
k=1

(\lambda 2k | fik(\tau )| )2d\tau 

\Biggr) 1
2

(i = 1, 2),
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\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda k
\bigm\| \bigm\| u\prime ik(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2

\Biggr) 1
2

\leq 
\surd 
3\rho 

1\surd 
\alpha 
(1+\delta )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 2k | \varphi ik| )2
\Biggr) 1

2

+
\surd 
3\rho (1+\rho )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda k | \psi ik| )2
\Biggr) 1

2

+

+
1

\alpha 
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T

\Biggl( \int T

0

\infty \sum 
k=1

| fik(\tau )| 2 d\tau 

\Biggr) 1
2

(i = 1, 2),

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 3ik
\bigm\| \bigm\| u\prime \prime k(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2

\Biggr) 1
2

\leq 2

\alpha 

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda k | fik(\tau )| )2
\Biggr) 1

2

+
2

\alpha 
\rho (1 + \rho )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 5k | \varphi ik| )2
\Biggr) 1

2

+

+

\surd 
\alpha + 1\surd 
\alpha 

\rho (1 + \rho )

\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 4k | \psi ik| )2
\Biggr) 1

2

+

+
2
\surd 
\alpha + 1

\alpha 2
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T

\Biggl( \int T

0

\infty \sum 
k=1

\lambda 2k | fik(\tau )| 
2 d\tau 

\Biggr) 1
2

(i = 1, 2).

или\Biggl( \infty \sum 
k=1

(\lambda 5k \| uik(t)\| C[0,T ])
2

\Biggr) 1
2

\leq 
\surd 
3\rho (1+\rho )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi (5)(x)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+
\sqrt{} 
3(\alpha + 1)\rho (1+\rho )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \psi (4)(x)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+

+

\surd 
\alpha + 1

\alpha 
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T \| fxx(x, t)\| L2(DT ) (i = 1, 2), (23)\Biggl( \infty \sum 

k=1

(\lambda k
\bigm\| \bigm\| u\prime ik(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2

\Biggr) 1
2

\leq 
\surd 
3\rho 

1\surd 
\alpha 
(1 + \delta )

\bigm\| \bigm\| \varphi \prime \prime (x)
\bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+
\surd 
3\rho (1 + \rho )

\bigm\| \bigm\| \psi \prime (x)
\bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+

+
1

\alpha 
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T \| f(x, t)\| L2(DT ) i = 1, 2), (24)\Biggl( \infty \sum 

k=1

(\lambda 3ik
\bigm\| \bigm\| u\prime \prime k(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2

\Biggr) 1
2

\leq 2

\alpha 
\| fx(x, t)\| L2(DT ) +

+
2

\alpha 
\rho (1 + \rho )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi (5)(x)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+

\surd 
\alpha + 1\surd 
\alpha 

\rho (1 + \rho )
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \psi (4)(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
L2(0,1)

+

+
2
\surd 
\alpha + 1

\alpha 2
(1 + \rho \delta (1 + \delta ))

\surd 
T \| fxx(x, t)\| L2(DT ) (i = 1, 2). (25)

Далее, из (12) и (16), соответственно, получаем:

| u10(t)| \leq | 1 + \delta |  - 1 (\| \varphi (x)\| L2(0,1)
+ T (1 + | \delta | | 1 + \delta |  - 1 | \delta | ) \| \psi (x)\| L2(0,1)

)+

+T
\surd 
T (2 + | \delta | (3 + | \delta | | 1 + \delta |  - 1)) \| f(x, t)\| L2(DT ) , (26)\bigm\| \bigm\| u\prime 0(t)\bigm\| \bigm\| \leq | 1 + \delta |  - 1 \| \psi (x)\| L2(0,1)

+
\surd 
T (1 + | \delta | | 1 + \delta |  - 1) \| f(x, t)\| L2(DT ) . (27)

Очевидно, что

| u(x, t)| \leq \| u0(t)\| C[0,T ] + (

\infty \sum 
k=1

\lambda  - 6
k )

1/2
2\sum 

i=1

(

\infty \sum 
k=1

(\lambda 3k \| uik(t)\| C[0,T ])
2)
1/2, (28)

| ut(x, t)| \leq 
\bigm\| \bigm\| u\prime 0(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]+

(

\infty \sum 
k=1

\lambda  - 6
k )

1/2
2\sum 

i=1

(

\infty \sum 
k=1

(\lambda k
\bigm\| \bigm\| u\prime ik(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2)
1/2, (29)
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| utt(x, t)| \leq 
\bigm\| \bigm\| u\prime \prime 0(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]+

(
\infty \sum 
k=1

\lambda  - 6
k )

1/2
2\sum 

i=1

(
\infty \sum 
k=1

(\lambda 3k
\bigm\| \bigm\| u\prime \prime ik(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2)
1/2, (30)

| uxxxx(x, t)| \leq (
\infty \sum 
k=1

\lambda  - 2
k )

1/2
2\sum 

i=1

(
\infty \sum 
k=1

(\lambda 5k \| uik(t)\| C[0,T ])
2)
1/2, (31)

| uttxx(x, t)| \leq (

\infty \sum 
k=1

\lambda  - 2
k )

1/2
2\sum 

i=1

(

\infty \sum 
k=1

(\lambda 3k
\bigm\| \bigm\| u\prime \prime k(t)\bigm\| \bigm\| C[0,T ]

)2)
1/2. (32)

Из (28)-(32) с учетом (24)-(27) следует, что функции u(x, t), ut(x, t), utt(x, t), uxxxx(x, t),
uttxx(x, t) непрерывны в DT . Непосредственной проверкой убеждаемся , что функция u(x, t)
удовлетворяет уравнению (1) и условиям (2), (3) в обычном смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
С помощью Леммы 1 доказывается следующая

Теорема 2. Пусть выполняются все условия Теоремы 1 и\int 1

0
\varphi (x)dx = 0,

\int 1

0
\psi (x)dx = 0,

\int 1

0
f(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ).

Тогда функция

u(x, t) =  - \delta 
1+\delta 

\int T
0

\int 1
0 (T (1 - \delta (1 + \delta ) - 1) + t - \tau )f(x, t)dxdt+

\int t
0

\int 1
0 (t - \tau )f(x, t)dxd\tau +

+
\sum \infty 

k=1

\Bigl\{ 
1

\rho k(T ) \{ (cos\beta kt+ \delta cos\beta k(T  - t))\varphi 1k + 1
\beta k
(sin\beta kt  - \delta sin\beta k(T  - t))\psi 1k - 

 - \delta 
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int T
0 f1k(\tau )(sin\beta k(T + t - \tau ) + \delta sin\beta k(t - \tau ))d\tau 

\Bigr\} 
+

+ 1
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int t
0 f1k(\tau ) sin\beta k(t - \tau )d\tau 

\Bigr\} 
cos\lambda kx+

+
\sum \infty 

k=1

\Bigl\{ 
1

\rho k(T ) \{ (cos\beta kt+ \delta cos\beta k(T  - t))\varphi 2k + 1
\beta k
(sin\beta kt  - \delta sin\beta k(T  - t))\psi 2k - 

 - \delta 
\beta k(1+\alpha \lambda 2

k)

\int T
0 f2k(\tau )(sin\beta k(T + t - \tau ) + \delta sin\beta k(t - \tau ))d\tau 

\Bigr\} 
+

+
1

\beta k(1 + \lambda 2k)

\int t

0
f2k(\tau ) sin\beta k(t - \tau )d\tau 

\biggr\} 
sin\lambda kx

является классическим решением задачи (1)- (5).

Докажем единственность решения (1)- (3), (5).
Имеет место теорема.

Теорема 3. Если \delta \not = \pm 1, то задача (1)-(3), (5) не может иметь более одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что существуют два решения рассматриваемой
задачи:

u1(x, t), u2(x, t)

и рассмотрим разность v(x, t) = u1(x, t) - u2(x, t).
Очевидно,что функция v(x, t) удовлетворяет однородному уравнению

vtt(x, t) - \alpha vttxx(x, t) + vxxxx(x, t) = 0 (33)

и условиям:

v(0, t) = v(1, t), vx(0, t) = vx(1, t), vxx(0, t) = vxx(1, t), vxxx(0, t) = vxxx(1, t) ( 0 \leq t \leq T ), (34)
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v(x, 0) + \delta v(x, T ) = 0, vt(x, 0) + \delta vt(x, T ) = 0 ( 0 \leq x \leq 1 ). (35)

Докажем, что функция v(x, t) тождественно равна нулю.
Умножим обе части уравнения (33) на функцию 2vt(x, t) и проинтегрируем полученное

равенство по x от 0 до 1 :

2

\int 1

0
vtt(x, t)vt(x, t)dx - 2\alpha 

\int 1

0
vttxx(x, t)vt(x, t)dx+ 2

\int 1

0
vxxxx(x, t)vt(x, t)dx = 0. (36)

Пользуясь граничными условиями (34), имеем:

2

\int 1

0
vtt(x, t)vt(x, t)dx =

d

dt

\int 1

0
v2t (x, t)dx;

2
\int 1
0 vttxx(x, t)vt(x, t)dx = 2(vttx(1, t)vt(1, t) - vttx(0, t)vt(0, t)) - 

 - 2
\int 1
0 vttx(x, t)vtx(x, t)dx =  - d

dt

\int 1
0 v

2
tx(x, t)dx;

2
\int 1
0 vxxxx(x, t)vt(x, t)dx = 2(vxxx(1, t)vt(1, t) - vxxx(0, t)vt(0, t)) - 

 - 2
\int 1
0 vxxx(x, t)vtx(x, t)dx =  - 2

\int 1
0 vxxx(x, t)vtx(x, t)dx =

=  - 2(vxx(1, t)vtx(1, t) - vxxx(0, t)vtx(0, t)) + 2
\int 1
0 vxx(x, t)vtxx(x, t)dx = d

dt

\int 1
0 v

2
xx(x, t)dx.

Тогда из (36) имеем:

d

dt

\int 1

0
v2t (x, t)dx+

d

dt

\int 1

0
v2tx(x, t)dx+

d

dt

\int 1

0
v2xx(x, t)dx = 0,

или

y(t) \equiv 
\int 1

0
v2t (x, t)dx+

\int 1

0
v2tx(x, t)dx+

\int 1

0
v2xx(x, t)dx = C.

Отсюда, с учетом (35), получаем:

y(0) - \delta 2y(T ) =
\int 1
0 (v

2
t (x, 0) - \delta 2v2t (x, T ))dx+

+
\int 1
0 (v

2
tx(x, 0) - \delta 2v2tx(x, T ))dx+

\int 1
0 (v

2
xx(x, 0) - \delta 2vxx(x, T ))dx = 0.

Таким образом,
y(0) - \delta 2y(T ) = C(1 - \delta 2) = 0.

Так как \delta \not = \pm 1, то C = 0. Следовательно,\int 1

0
v2t (x, t)dx+

\int 1

0
v2tx(x, t)dx+

\int 1

0
v2xx(x, t)dx \equiv 0.

Отсюда заключаем, что

vt(x, t) \equiv 0, vtx(x, t) \equiv 0, vxx(x, t) \equiv 0,

Откуда, c учетом (34) , и следует тождество

v(x, t) = const = C0.
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Пользуясь нелокальным условием (6), имеем:

v(x, 0) + \delta v(x, T ) = C0(1 + \delta ) = 0.

Следовательно, C0 = 0, ибо \delta \not =  - 1.
Тем самым доказано, что

v(x, t) = 0.

Таким образом, если существуют два решения u1(x, t) и u2(x, t)задачи (1)-(3),(5), то
u1(x, t) \equiv u2(x, t). Отсюда следует, что если решение задачи (1)-(3),(5) существует, то оно
единственное.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
С помощью Леммы 1 из последней теоремы немедленно вытекает единственность исходной
задачи (1)-(5).

Теорема 4. Пусть выполняются условия Теоремы 3 и

\varphi (x) \in C[0, 1] ,

\int 1

0
\varphi (x)dx = 0, \psi (x) \in C[0, 1],

\int 1

0
\psi (x)dx = 0,

f(x, t) \in C(DT ),

\int 1

0
f(x, t)dx = 0 (0 \leq t \leq T ).

Тогда задача (1)-(5) не может иметь более одного классического решения.
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On a Boundary Value Problem for the fourth-order
partial differential equation with the non-local

conditions

M. B. Mursalova, T. M. Kasimov
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Abstract: One boundary-value problem is investigated for a fourth-order partial differential
equation with an integral boundary condition. First, an original problem is reduced
to the equivalent problem, the theorem on existence and uniqueness of solution is
proved for the latter. Then, using these facts authors prove existence and uniqueness
of the classical solution of the original problem.
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