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Алгоритм решения систем линейных алгебраических
уравнений с малым параметром методом
Ляпунова-Шмидта в регулярном случае

Шаманаев П.А., Прохоров С.А.

Национальный исследовательский Мордовский государственный университет

В работе рассматривается задача о нахождении решений линейного уравнения с возму-
щением в виде малого линейного слагаемого вида [1], [2]

Bx = h+ \varepsilon Ax, (1)

где x, h \in Rm, B и A – (m\times m)-постоянные матрицы, \varepsilon – малый вещественный параметр.
Предполагается, что для любого достаточно малого \varepsilon существует матрица, обратная

к матрице B  - \varepsilon A (регулярный случай). В этом случае согласно [2] существует полный
A- жорданов набор матрицы B и система (1) при достаточно малом \varepsilon имеет единственное
решение.

Отличительная особенность реализации метода Ляпунова-Шмидта в настоящей рабо-
те от изложения, содержащегося в работе [2], заключается в использовании обобщенного
жорданова набора сопряженной матрицы B\ast .

Алгоритм по реализации метода Ляпунова-Шмидта для решения системы (1):
1. Определить входные данные:
B, A – постоянные (m\times m)-матрицы;
B\ast , A\ast – сопряжённые матрицы к B и A, соответственно;
h – постоянный m-ый вектор;
\varepsilon – малое вещественное число.

2. Найти базис пространства N(B) = span
\Bigl\{ 
\varphi 
(1)
1 , \varphi 

(1)
2 , . . . , \varphi 

(1)
n

\Bigr\} 
как решения уравнения

Bx = 0.
3. Найти базис пространства N(B\ast ) = span

\Bigl\{ 
\psi 
(1)
1 , \psi 

(1)
2 , . . . , \psi 

(1)
n

\Bigr\} 
как решения уравнения

B\ast y = 0.
4. Построить A-жорданов набор матрицы B:

4.1 Для k от 1 до n выполнить цикл
4.2 j = 1;
4.3 z

(j)
k = A\varphi 

(j)
k ;

4.4 Если (z
(j)
k , \psi 

(1)
s ) = 0 для всех s = 1, n

то найти \varphi (j+1)
k из уравнения

B\varphi 
(j+1)
k = z

(j)
k ;

j = j + 1;
Переход к пункту 4.3;

иначе
pk = j;

КонецЕсли;
4.5 Конец цикла по k.

5. Проверить условие полноты A-жорданова набора матрицы B:
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5.1 Вычислить элементы матрицы D по формулам

dks = (z
(pk)
k , \psi (1)

s ), k, s = 1, n,

где z(pk)k = A\varphi 
(pk)
k .

5.2 Если определитель матрицы D равен нулю, то пополнить A-жорданов набор
матрицы B до полного [3], [4]. После построения полного A-жорданова набора
определитель матрицы D должен быть отличен от нуля.

6. Построить базис \psi 1, \psi 2, . . . , \psi n биортогональный к z(p1)1 , z
(p1)
2 , . . . , z

(p1)
n :

6.1 Если dks = \delta ks, где \delta ks – символ Кронекера, то базисы \psi 1, \psi 2, . . . , \psi n и z(p1)1 , z
(p2)
2 , . . . , z

(pn)
n

являются биортогональными и переходим к пункту 7.
6.2 Найти обратную матрицу D - 1.
6.3 Построить новый базис \^\psi 1, \^\psi 2, . . . , \^\psi n по формулам

\^\psi s =
n\sum 

k=1

\^dks\psi k, s = 1, n,

где \^dks - элементы обратной матрицы D - 1.
6.4. В качестве базиса \psi (1)

1 , \psi 
(1)
2 , . . . , \psi 

(1)
n взять \^\psi 1, \^\psi 2, . . . , \^\psi n.

7. Построить A\ast -жорданов набор матрицы B\ast :
7.1 Для s от 1 до n выполнить цикл
7.2 l = 1;
7.3 \gamma 

(l)
s = A\ast \psi 

(l)
s ;

7.4 Если (\varphi 
(1)
k , \gamma 

(l)
s ) = 0 для всех k = 1, n,

то найти \psi (l+1)
s из уравнения

B\ast \psi 
(l+1)
s = \gamma 

(l)
s ;

l = l + 1;
Переход к 7.3;

КонецЕсли;
7.5 Конец цикла по s.

8. Проверить условия биортогональности базисов \varphi (1)
1 , \varphi 

(1)
2 , . . . , \varphi 

(1)
n и \gamma (p1)1 , \gamma 

(p2)
2 , . . . , \gamma 

(pn)
n

(\varphi 
(1)
k , \gamma (ps)s ) = \delta ks, k, s = 1, n.

где \gamma (ps)s = A\ast \psi 
(ps)
s .

9. Найти коэффициенты csl по формулам

csl = (h, \psi (l)
s ),

l = 2, ps, s = 1, n.

10. Найти величины \xi k по формулам

\xi k =  - 1

\varepsilon pk

pk\sum 
j=2

ckj\varepsilon 
j - 1, k = 1, n.

11. Найти дополнительное слагаемое y(\varepsilon ), принадлежащее к дополнению корневого про-
странства до Rm, как решение уравнения

[B  - \varepsilon A+

n\sum 
k=1

Sk]y = h;
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где Sk = z
(pk)
k \cdot \=\gamma (pk)k - (m\times m)-матрицы, k = 1, n.

12. Построить решение системы (1) в виде

x(\varepsilon ) =
n\sum 

k=1

1

1 - \varepsilon pk
\xi k

pk\sum 
j=1

\varepsilon j - 1\varphi 
(j)
k + y(\varepsilon ).

Алгоритм по методу Ляпунова-Шмидта был реализован в математическом пакете Maple.
Нахождение нулей матриц B, B\ast , и присоединенных элементов обобщенных жордановых
наборов, организовано в виде библиотек.
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