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Исследована сходимость неявного итеративного метода второго порядка с постоянными
коэффициентами для нелинейных монотонных уравнений в вещественном гильбертовом
пространстве H.

Пусть (u, v) – скаляpное пpоизведение элементов u и v из H, A : H \rightarrow H – нелинейный
опеpатоp, обладающий свойствами:
а) A – сильно монотонный оператор, т.е. справедливо неравенство

(Au - Av, u - v) \geq M\| u - v\| 2 \forall u, v \in H, M > 0; (1)

б) A удовлетворяет условию Липшица, т.е.

\| Au - Av\| \leq L\| u - v\| \forall u, v \in H, L > 0. (2)

Рассмотрим в H уравнение
Ax = f, f \in H. (3)

В наших предположениях оно имеет единственное решение x в H (см., например, [1], [2]).
Построим в H итеративный процесс второго порядка следующего вида
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где элементы y - 1, y0 из H задаются, \tau , \lambda и \mu – некоторые положительные постоянные.
Методы вида (4) рассматривались ранее в предположении, что \lambda = \lambda n, \tau = \tau n, где \{ \lambda n\} и
\{ \tau n\} – бесконечно малые последовательности (см., например, [3], регуляризованный вариант
в [4]).
Уравнение (4) перепишем в следующем виде
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+ \lambda yn - 1. (5)

Таким образом, для нахождения элемента yn при любом n \geq 1 имеем уравнение с сильно
монотонным непрерывным оператором. Следовательно (см., например, [1], [2]), элемент yn
определяется из (4) однозначно при всех n \geq 1.

Построим оценки сверху для решений разностных числовых неравенств первого и вто-
рого порядка.
Всюду далее \{ \omega k\} и \{ bk\} – последовательности неотрицательных чисел, \tau – положительное
число.

Справедливо утверждение (см. [5]).
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Лемма 1. Пусть члены последовательности \{ \omega k\} удовлетворяют разностному неравен-
ству первого порядка вида

\omega k  - \omega k - 1

\tau 
 - d\omega k \leq bk, d < 0, bk \geq 0,

где элемент \omega 0 \geq 0 задаётся, тогда

\omega k \leq \omega 0exp( - ck) + \tau 
k\sum 

i=1

biexp(c(i - k)), k \geq 1, c =
d\tau 

d\tau  - 1
. (6)

Пусть теперь члены последовательности \{ \omega n\} удовлетворяют разностному неравенству
второго порядка следующего вида
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+ \tau \omega k \leq bk\tau , k \geq 1, (7)

где \tau 0 > 0, и неотрицательные значения \omega 0 и \omega  - 1 задаются, p и q – некоторые действитель-
ные числа.

Лемма 2. Пусть p и q в (7) таковы, что уравнение s2 + ps + q = 0 имеет различные
отрицательные корни d1 и d2. Тогда имеет место оценка
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где
hj =

dj\tau 

dj\tau  - 1
, j = 1, 2.

Таким образом, для неотрицательных решений разностного числового неравенства вто-
рого порядка установлена оценка сверху. Эта оценка используется при доказательстве схо-
димости изучаемого итеративного метода (4). Достаточные условия сходимости предло-
женного метода включают некоторые соотношения, связывающие параметры, определяю-
щие свойства (1) и (2) оператора решаемого уравнения, и коэффициенты разностного урав-
нения второго порядка, определяющего изучаемый метод, и имеют вид

q > 0, p2  - 4q > 0,

где
p = \lambda + 3\lambda 1\mu L\alpha 1\tau 

2, q = 2M\mu \tau  - 4\lambda 1\mu L\alpha 1\tau 
2, \alpha 1 > 1, \lambda 1 =

1

1 - exp( - \~\mu 1)
,

\~\mu 1 =
\mu 1

\mu 1\tau + 1
, \mu 1 = 2\lambda  - \mu L.

Параметрическое обеспечение предложенного метода подтверждено примером. Пред-
ложенный метод второго порядка с постоянными коэффициентами имеет лучшую оценку
сверху скорости сходимости по сравнению с тем же методом с переменными коэффициен-
тами, который изучался ранее [3, 4].
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