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Одним из классов математических моделей временных процессов являются одномерные
отображения вида

xk = f(xk - 1, \lambda ), (1)

где xk – переменная состояния; \lambda – параметр модели; k – номер временного шага. Некото-
рые нелинейные отображения при определенных значениях параметра \lambda могут порождать
последовательности x0, x1, x2, . . . со сложным, нерегулярным поведением [1]. Такие отоб-
ражения, а также порожденные ими временные процессы, называются хаотическими [2].
Одним из самых известных примеров является квадратичное отображение

xk = \lambda xk - 1(1 - xk - 1), (2)

которое является хаотическим при x0 \in (0; 1) и \lambda \in (3,569945 . . . ; 4]. Сложная динами-
ка хаотического отображения отражается в различных аналитических характеристиках,
таких как бифуркационная диаграмма, показатель Ляпунова, спектральная плотность, ав-
токорреляционная функция [1, 3]. С точки зрения вычислительных методов, сильная чув-
ствительность реализации отображения (1) к малым изменениям начального условия x0 и
параметра \lambda проявляется в многоэкстремальности целевой функции при решении задачи
оценивания параметров моделей хаотических процессов [4, 5].

В данной работе рассматривается задача оценивания параметра \lambda отображения (1) по
зашумленным измерениям

yk = xk + vk, k = 1,2, . . . ,N, (3)

где vk — ошибки измерений; N – число измерений. В рассматриваемой задаче неизвестным
также является начальное условие x0, от которого неявно зависит значение переменной
состояния xk в момент времени k:

xk = f(f(f . . . f\underbrace{}  \underbrace{}  
k

(x0, \lambda ) . . .)) = fk(x0, \lambda ).

Решение задачи оценивания в рамках оптимизационного подхода основано на поиске гло-
бального минимума целевой функции, которая определяет меру близости реализации отоб-
ражения (1) к измеряемым значениям (3). Например, при применении метода наименьших
квадратов целевая функция имеет вид:

F (x0, \lambda ) = (y1  - f(x0, \lambda ))
2 + (y2  - f(f(x0, \lambda ), \lambda ))

2 + . . . =

N\sum 
k=1

\Bigl( 
yk  - fk(x0, \lambda )

\Bigr) 2
. (4)

В силу относительной простоты и отсутствия требований к свойствам отображения (1)
метод наименьших квадратов остается самым распространенным методом оценивания па-
раметров [6]. Однако следует также отметить исследования [7, 8], в которых используются
другие варианты целевых функций.

\ast Работа выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 16.03.2013 г.), соглашение
№ 02.A03.21.0011.
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Рис. 1. Целевая функция в задаче оценивания параметра квадратичного отображения.

На рис. 1 показан пример целевой функции (4) в задаче оценивания параметра \lambda 
квадратичного отображения (2). В рассматриваемом примере истинное значение парамет-
ра \lambda \ast = 3,65, начальное условие x\ast 0 = 0,25. Значения ошибок измерений vk получены с
помощью генератора псевдослучайных чисел с нормальным распределением, нулевым ма-
тематическим ожиданием и среднеквадратическим отклонением \sigma = 0,05 (используется
функция randn из стандартной библиотеки Matlab). При построении графика на рис. 1 шаг
изменения переменных \Delta = 10 - 2. В данном масштабе целевая функция визуально имеет
негладкий «рельеф» и только несколько точек локального экстремума, которые являются
кандидатами на выбор в качестве точки глобального минимума. На самом деле функция (4)
является дифференцируемой, а в окрестности точки (x\ast 0, \lambda 

\ast ) расположено много близких по
значению функции локальных экстремумов. Это можно увидеть на рис. 2, где шаг измене-
ния переменных \Delta = 5 \cdot 10 - 5.

Указанные особенности целевой функции влияют на результаты вычислительных ме-
тодов. Одним из алгоритмов глобальной оптимизации, который часто используется при
решении задачи оценивания параметров моделей хаотических процессов, является метод
роя частиц [9, 10]. Алгоритм основан на рассмотрении множества частиц, которые переме-
щаются по индивидуальным траекториям в пространстве переменных целевой функции (4).
Каждая частица хранит информацию о своем наилучшем положении – точке траектории, в
которой значение функции было минимальным. Между частицами также происходит обмен
информацией о наилучшем положении среди всех частиц – точке, которая принимается за
приближение к точке глобального минимума (в рассмотренном примере \^x0 = 0,25002119,
\^\lambda = 3,65020120). На рис. 3 показаны наилучшие положения частиц после M = 103 итераций,
которые как видно находятся в окрестности двух вытянутых «впадин» целевой функции.
Данные особенности целевой функции целесообразно учитывать при разработке алгоритма
поиска глобального минимума.
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Рис. 2. Целевая функция в окрестности глобального минимума.

Рис. 3. Наилучшие положения частиц в методе роя частиц (красной точкой обозначено найденное
решение задачи минимизации целевой функции).
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