
IX Международная научная молодежная школа-семинар
”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 8-11 октября 2020

УДК 519.6

Построение гибридных численных потоков для
решения уравнений Эйлера \ast 

Ладонкина М. Е., Тишкин В.Ф.

Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН

Численное моделирование сверхзвукового обтекания твердых тел представляет собой
незаменимый инструмент для проектирования авиационно-космической техники. Ударные
волны, которые формируются в сверхзвуковых потоках, создают некоторые вычислитель-
ные проблемы, которые увеличивают сложность моделирования: снижение порядка точно-
сти, проблемы сходимости, возникновение неустойчивостей. Одной из таких наиболее изу-
ченных неустойчивостей является возникновение «карбункула», которая влияет на профиль
фронта ударной волны и деформирует его [1,2]. Эта неустойчивость, может резко повлиять
на численное моделирование головной ударной волны перед носовой частью летательного
аппарата.

Как известно, на возникновение неустойчивости карбункула влияют используемые чис-
ленные потоки. В работе [2] проведено сравнение различных численных потоков и показано,
что наиболее подвержены возникновению этой неустойчивости потоки, обладающие низкой
диссипацией, а использование высоко диссипативных потоков позволяют избежать возник-
новения карбункула. С другой стороны, высокая диссипация приводит к понижению точ-
ности расчетной схемы. По этой причине было предпринято несколько попыток разработки
новых методов, подавляющих развития неустойчивостей, при этом обеспечивают низкую
диссипацию [3–6].

В настоящей работе предлагается новый гибридный численный поток для вычисления
потоков Эйлеровой части системы уравнений Навье-Стокса, который позволяет избежать
возникновения неустойчивости и сохраняет высокую точность на ударных волнах и погра-
ничных слоях. Данный поток, представляет собой комбинацию численного потока Годуно-
ва [7] и численного потока Русанова-Лакса-Фридрихса [8, 9]. Проведено тестирование дан-
ного алгоритма при численном моделирование сверхзвукового обтекания крылатой ракеты
Tomahawk. Проведена серия численных расчетов обтекания сверхзвуковым вязким потоком
с числом Рейнольдса Re = 1.104E + 07, c числом Маха в набегающем потоке M\infty = 1, 3,
угол атаки \alpha = 5\circ . Вычислительная область представляет собой структурированную сетку
с N = 1.1E + 07 элементами. Расчеты выполнялись программным комплексом DG3D [10].

При моделировании данной задачи разрывным методом Галеркина второго порядка
точности с численным потоком HLLC [11] было обнаружено развитие неустойчивости. В
носовой части летательного аппарата возникала область вакуума (рис. 1а) в виде клина,
перпендикулярная направлению набегающего потока, которая возрастала со временем, ис-
кривляла ударную волну и приводила к разваливанию расчета на достаточно раннем вре-
менном моменте.

Происхождение данного вида неустойчивости мы связываем с происхождением, ана-
логичным возникновению карбункула [2]: высокие числа Рейнольдса, порядка 107, низко
диссипативный поток HLLC, первый порядок точности схемы. Несмотря на то, что расчет
проводился разрывным методом Галеркина второго порядка, но, как известно, в области за
фронтом ударной волны порядок схемы может падать до первого порядка [11]. При расчете
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с численным потоком Русанова-Лакса-Фридрихса (RLF) такой неустойчивости не возникло
(рис. 1б), но высокая диссипативность потока создала более размытые области.

а) численный поток HLLC; б) численный поток RLF.
Рис. 1. Распределение поля плотности.

Далее были проведены два расчета с новыми гибридными численными потоками (рис. 2).
Первый поток представляет собой линейную комбинацию высокоточного потока Годунова
(Godunov) и устойчивого потока Русанова-Лакса-Фридрихса

\^F = \theta FGodunov + (1 - \theta )FRLF.

Где

\theta =

\left\{     
| \bfDelta \bfu \cdot n| 
| \bfDelta \bfu | =

| \Delta unx+\Delta vny+\Delta wnz | \surd 
\Delta u2+\Delta v2+\Delta w2

,

1, | \bfDelta \bfu | \leq \varepsilon 

| \bfDelta \bfu | > \varepsilon ,

где \varepsilon - малая константа, чтобы избежать деления на ноль (например, \varepsilon = 10 - 6), n - нормаль
к границе ячейки, а \Delta u - скачок вектора скорости через границу. Параметр \theta вычисляет-
ся из нормали к границе ячейки и скачка скорости через поверхность границы ячейки.
Направление скачка скорости определяет нормаль к ударной волне: когда граница ячейки
совпадает с фронтом ударной волны, используется поток Годунова, а когда граница раздела
перпендикулярна ударной волне, применяется поток RLF. Таким образом, увеличивается
диссипация в направлении, совпадающим с ударной волной, и устраняется неустойчивость.
Алгоритм является локальным и может быть легко реализован в разрывном методе Галер-
кина. Поскольку стоимость потока RLF значительно ниже по сравнению с потоком Годуно-
ва, предлагаемый гибридный подход не увеличивает значительно вычислительные затраты
по сравнению с исходным потоком Годунова. Однако надежность значительно улучшена.
Иной подход к построению гибридного потока заключается в добавлении диссипативного
члена в областях где это необходимо.

\^F =
FGodunov (U+) + FGodunov (U - )

2
 - W

U+ + U - 

2
.

W = \theta W \ast ,W \ast = max (| un + c| , | un  - c| )

где W \ast - максимум собственных значений матрицы \bfA \bfn , \bfA \bfn = dG
dU , G = Fxnx + Fyny +

Fznz, U - вектор консервативных переменных, F - вектор потоковых функций в уравнении
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Эйлера, \theta – параметр, определенный выше, W - скорость, вдоль которой решается задача
Римана в численном потоке Годунова.

а) численный поток 1 типа; б) численный поток 2 типа.
Рис. 2. Распределение поля плотности.

Оба предложенных потока показали устойчивую работу при расчетах, позволили из-
бежать возникновения неустойчивостей, сохранили точность и структуру ударной волны и
показали хорошую точность решения в пограничном слое.
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