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Рассматривается диффузионный процесс в длинном металлическом стержне прямо-
угольного поперечного сечения, который погружен в агрессивную среду с концентрацией
c(x, t). Ширина сечения значительно превосходит его толщину 2H, так что влиянием диф-
фузии со стороны узких сторон прямоугольника можно пренебречь. Также предполагается,
что длина стержня во много раз превосходит его поперечные размеры, поэтому влияние
продольной координаты стержня на диффузионный процесс тоже можно не учитывать.
Координата x направлена вдоль толщины стержня таким образом, что значения x = 0 и
x = 2H соответствуют широким сторонам стержня. Из условия симметрии рассматривается
только половина стержня 0 \leq x \leq H. Пусть c0 - концентрация агрессивной среды на границе
с металлом. При моделировании взаимодействия конструкции с агрессивной средой важ-
но знать как распространяется агрессивный фронт. Однако уравнение диффузии, является
уравнением параболического типа и движение этого фронта не оисывает. Процесс диф-
фузии будет моделироваться волновым уравнением гиперболического типа, описывающим
движение тепловой волны [1]

\tau rctt + ct = Dcxx, (1)

где c = c(x, t) - концентрация агрессивной среды; \tau r - время релаксации; D - коэффициент
диффузии окружающей среды в исходный материал; t - время. Индексы при функции c
определяют частные производные. Перепишем уравнение (1) в безразмерной форме:

UTT + 2b1UT = UXX , (2)

где U = c
c0 ; X = x

H ; T = t
H

\sqrt{} 
D
\tau r ; b1 = H

2
\sqrt{} 

D\tau r
.

Теперь вернемся к старым обозначениям уравнения (1) с заменой U(x, t) = c(x, t). В
этом случае уравнение (2) примет вид

ctt + 2b1ct = cxx. (3)

Полагаем, что в начальный момент времени внутри образца агрессивная среда отсут-
ствует, а на границах стержня ее концентрация остается постоянной. Тогда начальные усло-
вия будут однородными:

c(x, 0) = 0, ct(x, 0) = 0, (4)

а краевые примут вид
c(0, t) = 1, cx(1, t) = 0. (5)
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Применяя метод разделения переменных Фурье, получаем аналитическое решение за-
дачи (3)-(5):
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\pi 
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где \lambda n =
\pi 
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- корни характеристического уравнения; N - целая часть числа
b1
\pi 

 - 1

2
.

Теперь можно рассмотреть ползучесть стержня, помещенного в агрессвную среду, рас-
пространение концентрации которой в образце определяется выражением (6). Процесс пол-
зучести будем моделировать следующей системой уравнений [2]:\left\{       

\partial \varepsilon c

\partial t
= \gamma c

\partial \omega 

\partial t
=

B

A
\gamma c,

(7)

где \varepsilon c-деформация ползучести, \omega -параметр поврежденности, \gamma c-скорость деформации пол-
зучести

\gamma c =
A\sigma n

0 e
bc(x,t)

(1 - X(t))n\omega (x, t)n(1 - \omega (x, t))n
. (8)

Здесь A,B, n, b-параметры ползучести, причем безразмерные значения A,B удовлетво-

ряют равенствам A =

\sqrt{} 
\tau r
D
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b
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H
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, t =
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D
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\=t

H
, \sigma 0-

растягивающее стержень начальное безразмерное напряжение, \sigma b-предел прочности мате-
риала стержня. Черточкой сверху помечены размерные величины. X(t)-безразмерная ко-
ордината фронта разрушения, удовлетворяющая уравнению

\omega (X(t), t) = 1. (9)

Из-за разрушения стержня осевое безразмерное напряжение будет изменяться по закону

\sigma (t) =
\sigma 0

1 - X(t)
.

Систему (7) следует интегрировать при нулевых начальных условиях:

\varepsilon c(x, 0) = 0, \omega (x, 0) = 0, 0 \leq x \leq 1. (10)

В силу симметрии должны выполняться следующие условия:

\varepsilon cx(1, t) = 0, \omega x(1, t) = 0.

Параметр поврежденности должен удовлетворять уравнению\int \omega 

0
\omega n(1 - \omega )nd\omega = B\sigma n

0

\int t

0

ebc(x,t)

(1 - X(t))n
dt. (11)

В качестве времени разрушения стержня принимаем значение t = t\ast , при котором
либо безразмерное напряжение \sigma , либо координата фронта разрушения X(t), принимают
значение равное единице.

84



IX Международная научная молодежная школа-семинар
”Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ” имени Е.В. Воскресенского

Саранск, 8-11 октября 2020

В течение первой стадии ползучести 0 \leq t \leq t1 координата фронта разрушения остается
неизменной: X(t) = 0. Разрушение материала впервые наступит в том месте, где функция
c(x, t) максимальна. В случае граничного условия c(0, t) = 1 максимальное значение кон-
центрации достигается при x = 0. Подставляя из выражения (6) в (11) функцию c(0, t) при
X(t) = 0, получаем выражение для вычисления времени скрытой стадии разрушения t1\int 1

0
\omega n(1 - \omega )nd\omega = B\sigma n

0

\int t1

0
ebc(0,t)dt.

При t = t1 поверхностный слой стержня разрушается и возникает фронт разрушения
X(t), перемещающийся от внешней поверхности стержня к его осевому сечению x = 1. На
фронте разрушения параметр поврежденности принимает значение (9).

Таким образом, проблема состоит в решении уравнений (7)- (9) при условии (10).
Приближенный процесс ползучести стержня при малых деформациях вплоть до его

разрушения описан в монографии [3].
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