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Функцией Ляпунова динамической системы, заданной на замкнутом топологическом
многообразие Mn называется непрерывная функция \varphi : M \rightarrow \BbbR , которая постоянна на
каждой цепной компоненте системы и убывает вдоль её орбит вне цепно рекуррентного
множества. В силу результатов Ч. Конли [1], функция Ляпунова существует для любой
динамической системы, а сам факт существования носит название “Фундаментальная тео-
рема динамических систем”. Критическими значениями функции \varphi Ч. Конли назвал числа,
принадлежащие образу цепно рекуррентного множества. Однако для гладкой функции ее
критическим значением принято называть образ критической точки (точки, где градиент
функции обращается в ноль), которая, вообще говоря, не обязана принадлежать цепно ре-
куррентному множеству. В связи с чем, наряду с функцией Ляпунова, в гладкой категории
используется понятие энергетической функции, то есть гладкой функции Ляпунова, мно-
жество критических точек которой совпадает с цепно рекуррентным множеством системы.

Первые результаты по построению энергетической функции принадлежат С. Смейлу [2],
который в 1961 году доказал существование энергетической функции Морса у градиентно-
подобных потоков. K. Мейер [3] в 1968 году обобщил этот результат, построив энерге-
тическую функцию Морса-Ботта для произвольного потока Морса-Смейла. В работе [4]
О. В. Починкой и С. Х. Зининой рассматривались топологические потоки с конечным
гиперболическим цепно рекуррентным множеством на замкнутых поверхностях и было до-
казано, что они обладают энергетической (непрерывной) функцией Морса.

Введем класс G непрерывных потоков f t на Mn, обобщающих понятие потоков Морса-
Смейла. Такие потоки имеют гиперболическое (в топологическом смысле) цепно рекур-
рентное множество Rf t , состоящее из конечного числа орбит (цепных компонент). Каждая
неблуждающая орбита является либо неподвижной точкой, либо периодической орбитой \scrO ,
для которой корректно определено понятие устойчивого W s

\scrO и неустойчивого W u
\scrO много-

образий. Можно доказать, что цепные компоненты рассматриваемых потоков не образуют
циклов и, следовательно, могут быть полностью упорядочены O1 \prec \cdot \cdot \cdot \prec \scrO k с сохранением
отношения Смейла: W s

\scrO i
\cap W u

\scrO j
\not = \emptyset \Rightarrow i < j.

Верна следующая теорема, устанавливающая основные динамические свойства потоков
из класса G.

Теорема 1. Пусть f t \in G. Тогда

1) M =
k\bigcup 

i=1
W u

\scrO i
=

k\bigcup 
i=1

W s
\scrO i

;

2) Для любой неподвижной точки \scrO i существует число \lambda i \in \{ 0, . . . , n\} (индекс Мор-
са точки \scrO i) такое, что ее неустойчивое многообразие W u

\scrO i
является топологическим

подмногообразием многообразия M , гомеоморфным \BbbR \lambda i и устойчивое многообразие W s
\scrO i
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является топологическим подмногообразием многообразия M , гомеоморфным \BbbR n - \lambda i ;
3) Для периодической орбиты \scrO i существует число \lambda i \in \{ 0, . . . , n  - 1\} (индекс Морса

орбиты \scrO i) и пара чисел \mu i, \nu i \in \{  - 1,+1\} (тип орбиты \scrO i) такие, что ее неустойчивое
многообразие W u

\scrO i
является топологическим подмногообразием многообразия M , гомео-

морфным \BbbR \lambda i \times \BbbS 1 для \mu i = +1 и \BbbR \lambda i \~\times \BbbS 1 для \mu i =  - 1; устойчивое многообразие W s
\scrO i

является топологическим подмногообразием многообразия M , гомеоморфным \BbbR n - \lambda i \times \BbbS 1
для \nu i = +1 и \BbbR n - \lambda i \~\times \BbbS 1 для \nu i =  - 1;

4) (cl(W u
\scrO i
) \setminus W u

\scrO i
) \subset 

i - 1\bigcup 
j=1

W u
\scrO j

; (cl(W s
\scrO i
) \setminus W s

\scrO i
) \subset 

k\bigcup 
j=i+1

W s
\scrO j

.

Основным результатом является следующая теорема.

Теорема 2. Каждый поток f t \in G обладает энергетической функцией Морса-Ботта,
критические точки которой либо являются невырожденными, либо имеют степень вы-
рождения 1.
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