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Аннотация: В работе представлен метод получения новых тождеств для полного
эллиптического интеграла первого рода. В основе этого метода лежит построение
точного решения задачи Дирихле для прямоугольника при специальном выборе
граничного условия, вычисление значений этого точного решения в специально
подобранных внутренних точках этого прямоугольника и последующее сравне-
ние их с значениями решения той же задачи, полученного методом разделения
переменных, в тех же точках. Количество этих новых тождеств определяется
запасом известных значений используемого точного решения.

Ключевые слова: конформное отображение, эллиптические функции Якоби, мо-
дуль полного эллиптического интеграла, обратная функция, числовые и функ-
циональные ряды.

1. Построение специального решения задачи Дирихле на пря-
моугольнике

Рассмотрим двумерное уравнение Лапласа на прямоугольнике D = ( - a/2, a/2)\times (0, b):

\partial 2\Psi 

\partial x2
+

\partial 2\Psi 

\partial y2
= 0 , (x, y) \in D . (1)

с граничным условием, выражающимся через эллиптический косинус с модулем k (0 < k <
1) следующим образом:

\Psi (x, 0) = cn

\biggl( 
2K(k)x

a
, k

\biggr) 
, \Psi (x, b) = 0 , \Psi ( - a/2, y) = 0 , \Psi (a/2, y) = 0 , (2)

где

K(k) =

\int 1

0

d\zeta \sqrt{} 
(1 - \zeta 2) (1 - k2\zeta 2)

(3)

— полный эллиптический интеграл первого рода [1, 2].
Как хорошо известно [1, стр. 171], конформное отображение прямоугольника D плос-

кости z = x + iy на верхнюю полуплоскость \Im w > 0 плоскости w = u + iv с соответствием
точек Aj \updownarrow Bj , j = 1, 2, 3, 4, представленным на рис. 1, выражается через эллиптический
синус:

w = sn

\biggl( 
2K(k) z

a
, k

\biggr) 
, (4)
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причём его модуль k определяется по сторонам a и b прямоугольника D соотношением [1,
стр. 673]:

s(k) \equiv K(k\prime )

K(k)
=

2 b

a
, (5)

где k\prime =
\surd 
1 - k2 — дополнительный модуль.
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Рис. 1. К конформному отображению прямоугольника D комплексной плоскости z на верхнюю
полуплоскость комплексной плоскости w.

Функция s = s(k), определённая соотношением (5), имеет обратную [1, стр. 656]:

k(s) = 4

\biggl\{ \sum \infty 
n=0 exp[ - \pi (n+ 1/2)2 s]

1 + 2
\sum \infty 

n=1 exp( - \pi n2 s)

\biggr\} 2

, (6)

следовательно, по известному отношению b/a сторон прямоугольника D модуль k опреде-
ляется единственным образом.

График функции (6) в зависимости от переменной s представлен на рис. 2.
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Рис. 2. К определению модуля k в конформном отображении прямоугольника на верхнюю полу-
плоскость.

Далее, будем считать, что модуль k эллиптического косинуса из формулы (2) совпадает
с модулем k эллиптического синуса в формуле (4), определяемым соотношением (5), то есть
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что они связаны аналогом основного тригонометрического тождества, поэтому при переходе
на плоскость w с помощью конформного отображения (4) получим представление нашей
задачи Дирихле в переменной w с помощью формулы Пуассона [3, стр. 341] в виде:

\widetilde \Psi (w) = \Re 

\Biggl\{ 
1

\pi i

\int +1

 - 1

\surd 
1 - t2

t - w
dt

\Biggr\} 
. (7)

Интеграл, входящий в формулу (7), легко берётся с помощью теории вычетов [3, стр.
243], поэтому искомая функция, записанная в переменной w, равна:

\widetilde \Psi (w) = \Re 
\Bigl\{ \sqrt{} 

1 - w2 + i w
\Bigr\} 
. (8)

Возврашаясь в выражении (8) с помощью формулы (4) к переменной z, получим:

\Psi (z) = \Re 
\biggl\{ 
cn

\biggl( 
2K(k) z

a
, k

\biggr) 
+ i sn

\biggl( 
2K(k) z

a
, k

\biggr) \biggr\} 
. (9)

2. Получение специального решения задачи Дирихле на пря-
моугольнике методом разделения переменных

Используя соотношение (5), известный ряд Фурье для эллиптического косинуса [2, стр.
267] можно записать следующим образом:

cn

\biggl( 
2K(k)x

a
, k

\biggr) 
=

\pi 

kK(k)

\infty \sum 
n=0

1

cosh((2n+ 1)\pi b/a)
cos

(2n+ 1)\pi x

a
. (10)

Следуя общей схеме решения задачи Дирихле (1)-(2) методом разделения переменных
[4], с помощью разложения (10) находим, что:

\Psi (x, y) =
2\pi 

kK(k)

\infty \sum 
n=0

sinh((2n+ 1)\pi (b - y)/a)

sinh((2n+ 1) 2\pi b/a)
cos

(2n+ 1)\pi x

a
. (11)

3. Новые тождества для полного эллиптического интеграла пер-
вого рода

В силу единственности решения задачи Дирихле (1)-(2) [1–4] формулы (9) и (11) при
(x, y) \in D совпадают. С другой стороны, для эллиптических синуса и косинуса при неко-
торых значениях комплексного аргумента z известны их точные значения [2, стр. 280],
следовательно, через эти значения выражаются суммы функциональных рядов, которые
получаются подстановкой \Re z и \Im z в правую часть формулы (11).

Например, поскольку sn(0, k) = 0 и cn(0, k) = 1, то, следуя этой схеме при z = 0,
получим тождество:

1 =
2\pi 

kK(k)

\infty \sum 
n=0

sinh((2n+ 1)\pi b/a)

sinh((2n+ 1) 2\pi b/a)
. (12)

Воспользовавшись равенством (5) и формулой для гиперболического синуса двойного
аргумента, перепишем соотношение (12) в виде:

kK(k)

\pi 
=

\infty \sum 
n=0

1

cosh((2n+ 1) \cdot \pi /2 \cdot K(k\prime )/K(k))
. (13)
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Далее, так как sn(K(k)/2, k) = 1/
\surd 
1 + k\prime и cn(K(k)/2, k) =

\sqrt{} 
k\prime /(1 + k\prime ) [2, стр. 280],

то, рассматривая точку z = a/4, находим аналогичным образом, что:\sqrt{} 
2
\surd 
1 - k2

1 +
\surd 
1 - k2

kK(k)

\pi 
=

\infty \sum 
n=0

cos\pi n/2 + sin\pi n/2

cosh((2n+ 1) \cdot \pi /2 \cdot K(k\prime )/K(k))
. (14)

Вычисляя \Psi (0, b/2) с помощью выражений sn(iK(k\prime )/2, k) = i/
\surd 
k и cn(iK(k\prime )/2, k) =\sqrt{} 

1 + 1/k [2, стр. 280], получим тождество:

(
\surd 
1 + k  - 1)

\surd 
kK(k)

2\pi 
=

\infty \sum 
n=0

sinh((2n+ 1) \cdot \pi /4 \cdot K(k\prime )/K(k))

sinh((2n+ 1) \cdot \pi \cdot K(k\prime )/K(k))
. (15)

Наконец, так как sn((K(k) + iK(k\prime ))/2, k) = (
\surd 
1 + k + i

\surd 
1 - k)/

\surd 
2 k и cn((K(k) +

iK(k\prime ))/2, k) =
\sqrt{} 

k\prime /i k [2, стр. 280], то определение значения \Psi (a/4, b/2) даёт равенство:

(
\surd 
1 + k  - 1)

\sqrt{} 
k (1 - k)K(k)

2
\surd 
2\pi 

=
\infty \sum 
n=0

sinh((2n+ 1) \cdot \pi /4 \cdot K(k\prime )/K(k))

sinh((2n+ 1) \cdot \pi \cdot K(k\prime )/K(k))
cos

(2n+ 1)\pi 

4
. (16)

Точки z =  - a/4 и z =  - a/4 + i b/2 не рассматриваем, потому что решение (11) чётно
по переменной x: \Psi (x, y) = \Psi ( - x, y).

Тождества (13)-(16) могут быть переписаны через переменную s, введённую соотноше-
нием (5), например, в переменной s формула (13) сводится к:

k(s)K(k(s))

\pi 
=

\infty \sum 
n=0

1

cosh((2n+ 1) \cdot \pi s/2)
, (17)

где k(s) — функция (6).
Кроме того, известно большое число значений функций (3) и (5) для одних и тех же

значений модуля k, в частности [5, стр. 28], при k = (
\surd 
3 - 1)/

\surd 
8:

s

\Biggl( \surd 
3 - 1

2
\surd 
2

\Biggr) 
=

\surd 
3 , K

\Biggl( \surd 
3 - 1

2
\surd 
2

\Biggr) 
=

3 1/4

27/3 \pi 
\Gamma 2

\biggl( 
1

3

\biggr) 
, (18)

где \Gamma (. . . ) — гамма-функция Эйлера.
Подставляя значения (18) в тождество (17), получим сумму следующего числового ряда:

\infty \sum 
n=0

1

cosh((2n+ 1) \cdot \pi 
\surd 
3/2)

=
3 1/4(

\surd 
3 - 1)

2 23/6 \pi 
\Gamma 2

\biggl( 
1

3

\biggr) 
. (19)

4. Выводы

В представленной работе получены новые тождества (13)-(16) для полного эллиптиче-
ского интеграла первого рода. С одной стороны, эти тождества дополняют данные в рабо-
те [6] оценки снизу и сверху для функции (3), выражающиеся через элементарные функции,
а с другой стороны, они имеют и самостоятельное значение, например, в аналитической тео-
рии чисел (см. [5] и ссылки там).

Число этих тождеств, полученных в рамках предложенного выше метода, может быть
увеличено неограниченно путём получения новых значений эллиптических функций Якоби
с помощью теорем сложения [1, 2]. По каждой из этих формул для сумм функциональных
рядов типа формулы (17) могут быть получены суммы числовых рядов типа суммы (19).
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Далее, хорошо известно, что функция (3) удовлетворяет обыкновенному дифференци-
альному уравнению [2, стр. 157]:

k (1 - k2)
d2K(k)

dk2
+ (1 - 3 k2)

dK(k)

dk
 - kK(k) = 0. (20)

Как только что выяснено, для решения этого уравнения существует счётное число тож-
деств вида (13)-(16). Эта ситуация напоминает положение дел для некоторых нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных, имеющих счётное число интегралов
движения и точно решаемых методом обратной задачи рассеяния (см. [7] и библиографию
там). Однако уравнение (20) — линейное.

Наконец, точное решение (9) задачи Дирихле (1)-(2) может использоваться для тести-
рования разностных схем для уравнения Лапласа — в том числе и на суперЭВМ .
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Abstract: In the article, method of receiving of new identities for the complete elliptic
integral of the first kind has been presented. The corner stone of this method is
construction of exact solution of the Dirichlet problem for rectangle under special
choice of boundary condition. Further one ought to calculate values of this exact
solution in specially chosen internal points of this rectangle and to compare them
vith values of solution of the same problem obtained in the framework of separation
of variables in the same points. Amount of these new identities is determined by store
of known values of used exact solution.
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