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Во многих прикладных вычислительных задачах необходимо иметь значения высших
производных функции, например, для численного интегрирования дифференциальных урав-
нений как обыкновенных, так и в частных производных. Кроме того, при эксперименталь-
ном исследовании динамических процессов часто приходится регистрировать первую и выс-
шие гармоники исследуемой зависимости, вместо непосредственного измерения самой за-
висимости. В настоящей работе получены формулы для первой – седьмой производных
функции, в которых используются Фурье-гармоники функции, вычисление которых мож-
но производить методами дискретного и быстрого преобразования Фурье [1].

Рассмотрим функцию f(x), разложимую в ряд Тейлора в некоторой точке x0, в ин-
тервале \Delta = (x0  - R, x0 +R), где R — радиус сходимости ряда. Введем гармоническую
параметра t функцию z(t) = zt = h \cdot cos(t) амплитудой h. При | z(t)| < R функции f(x0+ zt)
соответствует ряд Тейлора, которому в силу периодичности и четности f от параметра t,
соответствует ряд Фурье [2–4]:

f (x0 + h \cdot cos t) =
\infty \sum 
n=0

hn \cdot cosn t
n!

f (n) (x0) =
A0

2
+

\infty \sum 
m=1

Am \cdot cos(mt), (1)

где амплитуды гармоник (коэффициенты Фурье) Am выражаются формулами:

Am (x0, h) = 2

\infty \sum 
n=0

1

n!(n+m)!
\cdot 

\Biggl( 
h

2

\Biggr) 2n+m

f (2n+m) (x0) . (2)

Здесь функции f (k) (x0) являются производными k-го порядка от f(x) в точке x = x0. Кроме
того, амплитуды гармоник (2) можно выразить через интегралы:

Am (x0, h) =
1

\pi 

+\pi \int 
 - \pi 

f (x0 + h \cdot cos t) cos(mt) dt, m = 0, 1, 2, . . . . (3)

Вычислим производную по параметру t от f(x) = f (x0 + zt):

df

dx

dx

dt
= h sin t

df

dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x=x0+h \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} t

=

\infty \sum 
m=1

mAm sin(mt). (4)

Положим в (1) t =
\pi 

2
и в результате получим ряд для производной f [3]:

df

dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

= f (1) (x0) =
1

h

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1(2m - 1)A2m - 1 (x0, h) . (5)
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Для функции f(x) и ее второй производной имеем [3]:

f (x0) =
A0 (x0, h)

2
+

\infty \sum 
m=1

( - 1)mA2m (x0, h) ,

f (2) (x0) =
d2f

dx2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h2

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1(2m)2A2m (x0, h) . (6)

Для третьей, четвертой, пятой, шестой и седьмой производных, следуя алгоритму вы-
числения формулы (5), получим ряды:

f (3) (x0) =
d3f

dx3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h3

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1
\bigl[ 
(2m+ 1)3  - (2m+ 1)

\bigr] 
A2m+1 (x0, h) , (7)

f (4) (x0) =
d4f

dx4

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h4

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1
\bigl[ 
(2m+ 2)4  - 4(2m+ 2)2

\bigr] 
A2m+2 (x0, h) , (8)

f (5) (x0) =
d5f

dx5

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h5

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1
\bigl[ 
(2m+ 3)5  - 10(2m+ 3)3+

+ 9(2m+ 3) ]A2m+3 (x0, h) , (9)

f (6) (x0) =
d6f

dx6

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h6

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1 [ (2m+ 4)6  - 20(2m+ 4)4+

+ 64(2m+ 4)2 ]A2m+4 (x0, h) , (10)

f (7) (x0) =
d7f

dx7

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
x0

=
1

h7

\infty \sum 
m=1

( - 1)m - 1 [ (2m+ 5)7  - 35(2m+ 5)5+

+ 259(2m+ 4)3  - 225(2m+ 5) ]A2m+5 (x0, h) . (11)

В итоге мы имеем коэффициенты Фурье, выраженные через производные (2) и произ-
водные, выраженные через коэффициенты Фурье (амплитуды гармоник) (5)-(11). Формулы
(5)-(11) не требуют таких жестких ограничений накладываемых на функцию f(x), какие
требуют формулы (2). Поэтому формулы (5)-(11) можно применять для функций, у ко-
торых производные имеют особенности, например, разрывы первого рода. Коэффициенты
Фурье Am, с использованием формулы (3) можно вычислять численно, применяя различ-
ные квадратурные формулы, например, трапеций, Симпсона, Гаусса, Филона и др., а также
методами быстрого и дискретного преобразования Фурье [1].

В целях экспериментальной проверки была выбрана вольт-амперная характеристика
(ВАХ) полупроводниковой структуры, которая использовалась в работе [5]:

f(x) = V0 \cdot ln

\left[   x

I0
+

\sqrt{}    \Biggl( x

I0

\Biggr) 2

+ 1

\right]   . (12)

Здесь V0 = 36.3 и I0 = 0.9. Величина x(t) = x0 + h \cdot cos(t), где h = 1.5 и 0 \leqslant x0 \leqslant 3. Чис-
ленное моделирование производных ВАХ (12) выполнялось в системе MathCad. Результаты
математического моделирования производных ВАХ полупроводниковой структуры приве-
дены на рис. 1, на котором изображен график 4-ой производной, вычисленной численно по
формуле (8) и аналитически путем непосредственного дифференцирования функции (12).
Вместо рядов использовались конечные суммы с различным числом членов.
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Рис. 1. Четвертая производная от f(x); 1 – 4-ая производная, вычисленная по 4-ой гармонике; 2 – 4-
ая производная, вычисленная по 4-ой, 6-ой, 8-ой гармоникам; 3 – 4-ая производная, вычисленная по
4-ей, 6-ой, 8-ой, 10-ой, 12-ой и 14-ой гармоникам; 4 – 4-ая производная, вычисленная аналитически.
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