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Аннотация: В статье рассматриваются задачи аэрогидроупругости о колебани-
ях трубопровода, возникающих при протекании через него жидкости. Получены
условия устойчивости на основе функционала типа Ляпунова. Предлагаются ме-
тоды исследования динамики и устойчивости в случае запаздывания по времени
реакции и демпфирования внешних воздействий
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Рассматривается задача аэрогидроупругости о колебаниях, возникающих при протека-
нии жидкости через трубопровод. Ранее задачи о динамике и устойчивости трубопровода
рассматривались в работах [1] - [15]

Пусть на плоскости xOy трубопроводу соответствует на оси Ox отрезок [0,l] . Скорость
жидкости равна U и имеет направление, совпадающее с направлением оси Ox.

Исследование устойчивости на основе функционалов Ляпунова. В линейном
приближении колебания вязкоупругого стержня, связанного с упругим основанием, описы-
ваются модельным уравнением для прогиба w(x, t)

Dw\prime \prime \prime \prime + (m0 +m\ast ) \"w +
\bigl( 
N +m\ast U

2
\bigr) 
w\prime \prime + 2Um\ast \.w\prime + \xi \.w + \theta w + \psi \.w\prime \prime \prime \prime  - \varphi \"w\prime \prime = 0 (1)

Коэффициенты m0, m\ast ,D вычисляются по формулам:

m0 = \rho 0\pi 
\bigl( 
R2

\ast  - R2
0

\bigr) 
,m\ast = \rho \ast \pi R

2
0, D =

\pi E

4

\bigl( 
R4

\ast  - R4
0

\bigr) 
, R\ast = R0 + h0

Здесь w(x, t) – деформация (прогиб) в сечении x в момент времени t; D –изгибная
жесткость трубы; E – модуль упругости, U ,m\ast ,\rho \ast – скорость, масса жидкости (газа) на
единицу длины и плотность жидкости (газа); l – длина трубы между шарнирными опорами;
R\ast , R0, h0 – внешний и внутренний радиусы трубопровода и толщина, \theta – коэффициент
жесткости основания; m0,\rho 0 – масса металла на единицу длины трубы и его плотность;
N – сжимающая (растягивающая) сила; \xi , \psi – коэффициенты внешнего и внутреннего
демпфирования соответственно; коэффициент \varphi учитывает инерцию вращения сечений. Все
коэффициенты, входящие в уравнение, постоянные, точка сверху обозначает производную
по времени t, а штрих – производную по координате x.

Введем в рассмотрение функционал:

J(t) =
1

2

\int l

0
[D(w\prime \prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w2  - 

\bigl( 
N +m\ast U

2
\bigr) \bigl( 
w\prime \bigr) 2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]dx

Найдем производную
dJ

dt

dJ

dt
=  - 

\int l

0
[D( \.ww\prime \prime \prime \prime  - \.w\prime w\prime \prime ) + (N +m\ast U

2) \.ww\prime + Um\ast \.w2+

+\psi ( \.ww\prime \prime \prime \prime  - \.w\prime \.w\prime \prime ) - \varphi \.w \"w\prime ]dx - \xi \.w2  - \psi ( \.w\prime \prime )2

Рассмотрим некоторые виды закрепления концов трубопровода:
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\bullet шарнирное закрепление концов трубопровода

w(0, t) = w(l, t) = 0, w\prime \prime (0, t) = w\prime \prime (l, t) = 0

\bullet жесткое закрепление концов трубопровода

w(0, t) = w(l, t) = 0, w\prime (0, t) = w\prime (l, t) = 0

\bullet один конец (любой) закреплен шарнирно, другой – жестко.

Для указанных типов закреплений

dJ

dt
=  - \xi \.w2  - \psi ( \.w\prime \prime )2 < 0

Тогда J(t) < J(0), то есть\int l

0
[D(w\prime \prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w2  - 

\bigl( 
N +m\ast U

2
\bigr) \bigl( 
w\prime \bigr) 2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=tdx \leq 

\leq 
\int l

0
[D(w\prime \prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w2  - 

\bigl( 
N +m\ast U

2
\bigr) \bigl( 
w\prime \bigr) 2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=0dx

(2)

Имеет место неравенство Релея\int l

0
(w\prime \prime )2dx \geq \lambda 1

\int l

0
(w\prime )2dx

где \lambda 1 – наименьшее собственное значение соответствующей краевой задачи для уравнения
\psi \prime \prime \prime \prime  - \lambda \psi = 0 Например, для закрепления концов типа «шарнир-шарнир» краевая задача
имеет вид

\psi \prime \prime \prime \prime  - \lambda \psi = 0, \psi (0) = \psi (l) = 0, \psi \prime \prime (0) = \psi \prime \prime (l) = 0

Общее решение дифференциального уравнения определяется выражением \psi (x) = c1e
\nu x+

c2e
 - \nu x + c3sin\nu x + c4cos\nu x, \lambda = \nu 4. Удовлетворяя граничным условиям, получим c1 = c2 =

c4 = 0, \psi (x) = c3sin\nu nx, \nu n =
n\pi 

l
,где \lambda n = \nu 4n – собственные значения, а sin\nu nx – собствен-

ные функции, при этом min
n

(\lambda n) = \lambda 1 =
\Bigl( \pi 
l

\Bigr) 4
.

С учетом неравенства Релея согласно (2) получаем:\int l

0
[(D\lambda 1  - N  - m\ast U

2)(w\prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w
2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=tdx \leq 

\leq 
\int l

0
[D(w\prime \prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w

2  - (N +m\ast U
2)(w\prime )2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=0dx

(3)

Из последнего неравенства следует теорема.
Теорема. Если N < D\lambda 1  - m\ast U

2, то малым значениям начальных данных w(x, 0),
\.w(x, 0), w\prime (x, 0), w\prime \prime (x, 0), \.w\prime (x, 0) (прогиба, скорости, угла поворота, кривизны, угловой ско-
рости) будут соответствовать малые (в среднем, в интегральном смысле) w(x, t), \.w(x, t),
w\prime (x, t), \.w\prime (x, t) в любой момент времени t > 0.

Замечание. Имеет место неравенство, являющееся следствием неравенства Коши-Буняковского:

w2(x, t) \leq l

\int l

0
w\prime 2(x, t)dx
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Тогда согласно (3) получим

1

l
(D\lambda 1  - N  - m\ast U

2)w2(x, t) +

\int l

0
[(m0 +m\ast ) \.w2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=tdx \leq 

\leq 
\int l

0
[D(w\prime \prime )2 + (m0 +m\ast ) \.w

2  - (N +m\ast U
2)(w\prime )2 + \varphi ( \.w\prime )2 + \theta w2]t=0dx

Из этого неравенства следует равномерная устойчивость для w(x, t) для \forall x \in [0, l]. А
именно малым значениям начальных данных w(x, 0), \.w(x, 0), w\prime (x, 0), w\prime \prime (x, 0), \.w\prime (x, 0) будут
соответствовать малые значения w(x, t) для \forall x \in [0, l].

Аналогичным образом исследовалась устойчивость колебаний трубопровода на основе
нелинейной модели, которая описывается уравнением

(m0 +m\ast ) \"w + \xi \.w + \psi \.w\prime \prime \prime \prime + 2Um\ast \.w\prime +Dw\prime \prime \prime \prime +Nw\prime \prime + \theta w +m\ast U
2w\prime \prime  - 

 - 1

2
w\prime \prime 

\Biggl[ 
k

\int l

0
(w\prime )2dx - \alpha 

\Biggl( \int l

0
(w\prime )2dx

\Biggr) \bullet \Biggr] 
= 0

(4)

О методах исследования динамики и устойчивости с учетом запаздывания.
Рассмотрим уравнение колебаний трубопровода вида

Dw\prime \prime \prime \prime + (m0 +m\ast ) \"w + (N +m\ast U
2)w\prime \prime + 2Um\ast \.w\prime + \psi \.w\prime \prime \prime \prime  - \phi \"w\prime \prime +

+m\ast aw
\prime +

n\sum 
k=1

\theta k \.w(x, t - \tau k) +
m\sum 
k=1

\xi kw(x, t - \beta k) = 0
(5)

Здесь a – ускорение жидкости в трубопроводе
Решение уравнения (5) при a = 0 и постоянных N,U можно искать в виде w(x, t) =

g(x)e\omega x, тогда для g(x) получим однородное дифференциальное уравнение

(D + \psi \omega )g\prime \prime \prime \prime + (N +m\ast U
2  - \varphi \omega 2)g\prime \prime + 2Um\ast \omega g

\prime +

+

\Biggl[ 
(m0 +m\ast )\omega 

2 + \omega 

n\sum 
k=1

\theta ke
 - \omega \tau k +

m\sum 
k=1

\xi ke
 - \omega \beta k

\Biggr] 
g = 0

(6)

Добавляя граничные условия для функции g(x), получим задачу на собственные зна-
чения. Например, при шарнирном закреплении левого конца x = 0 и жестко защемленном
правом конце x = l условия имеют вид

g(0) = g\prime \prime (0) = 0, g(l) = g\prime (l) = 0 (7)

Один из способов решения задачи может состоять в отыскании решения уравнения (6) в
виде g(x) = e\lambda x , для \lambda получим алгебраическое уравнение четвертого порядка. Восстановив
по найденным значениям \lambda фундаментальную систему решений g1(x), g2(x), g3(x), g4(x),
общее решение уравнения (6) запишем в виде

g(x) =

4\sum 
k=1

ckgk(x) (8)

Удовлетворяя четырем однородным граничным условиям, получим систему уравнений
для произвольных постоянных c1, c2, c3, c4. При этом в процессе решения должны опре-
делиться возможные собственные значения \omega (из условия равенства нулю определителя
однородной СЛАУ для c1, c2, c3, c4). По знаку действительных частей \omega делается вывод об
устойчивости или неустойчивости колебаний.
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Другой способ основан на методе Галеркина. В этом случае решение краевых задач для
уравнения (6), например, краевой задачи (6),(7), отыскивается в виде

g(x) =
n\sum 

k=1

akfk(x) (9)

где \{ fk(x)\} \infty l – полная на отрезке [0, l] система базисных функций, удовлетворяющая гра-
ничным условиям, например (7).

Третий способ состоит в применении метода Галеркина непосредственно к уравнению
(5)

w(x, t) =

n\sum 
k=1

wk(t)fk(x) (10)

Тогда для wk(t) получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений с несколь-
кими запаздываниями аргумента t, решение которой можно находить аналитическими или
численными методами. В этом случае N,U, a могут быть функциями времени t

Таким образом, рассмотрена задача аэрогидроупругости о колебаниях, возникающих
при протекании жидкости в трубопроводе. Приведены возможные типы граничных усло-
вий в зависимости от типа закрепления концов трубопровода. На основе функционала типа
Ляпунова проведен анализ устойчивости решений дифференциального уравнения, описы-
вающего колебания, сформулирована теорема об устойчивости и получены аналитические
условия устойчивости для параметров механической системы. Обсуждаются методы ис-
следования динамики и устойчивости в случае запаздывания реакции и демпфирования
внешних воздействий.
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On the stability of pipeline oscillations
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Abstract: The paper deals with the problems of aerohydroelasticity about the oscillations
of a pipeline that arise when a liquid flows through it. The stability conditions are
obtained on the basis of a Lyapunov-type functional. Proposed methods for studying
dynamics and stability in the case of delay in response time and damping of external
influences
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