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Аннотация: Для трехмерных потоковых систем вида \.x = y, \.y = z, \.z = Ax+By+
Cz + g(x, y), g(0, 0) = g\prime x(0, 0) = g\prime y(0, 0) = 0 исследуется проблема существования
гомоклинических аттракторов. Под гомоклиническими аттракторами понимают-
ся странные аттракторы, содержащие ровно одно (седловое) состояние равнове-
сия. При этом тип такого аттрактора определяется собственными числами этого
состояния равновесия, которые, в свою очередь, зависят только от параметров
A,B,C. Для поиска и классификации аттракторов применяется метод карт седел
– двухпараметрических диаграмм, на которых выделены области, соответствую-
щие различным наборам собственных чисел состояния равновесия, совместно с
построением карт максимального показателя Ляпунова и карт расстояния от ат-
трактора до седловой точки (для определения принадлежности седловой точки
аттрактору). С помощью предложенного метода удалось обнаружить спираль-
ный аттрактор и аттратор Шильникова, возникающие за счет петли сепаратрисы
к седло-фокусному состоянию равновесия.

Ключевые слова: Странный аттрактор, гомоклиническая траектория, спираль-
ный хоас.

В настоящей работе для трехмерных потоковых систем предложен метод карт седел,
позволяющий на плоскости параметров системы определять области, в которых могут воз-
никать различные гомоклинические аттракторы. Под гомоклиническими аттракторами по-
нимаются странные аттракторы, содержащие ровно одно (седловое) состояние равновесия.
При этом тип такого аттрактора определяется собственными числами этого состояния рав-
новесия. К гомоклиничесим аттракторам относятся многие известные странные аттракто-
ры, например, такие как аттрактор Лоренца [1], спиральный аттрактор, возникающий на
основе петли сепаратрисы к седло-фокусному состоянию равновесия с одномерным неустой-
чивым многообразием (такой, например, как в цепи Чуа [2]), аттрактор Шильникова [3],
возникающий на основе петли сепаратрисы к седло-фокусу с двумерным неустойчивым
многообразием и некоторые другие. Идея классификации гомоклинических аттракторов по
собственным числам состояния равновесия изложена, например, в [4]. В работе [5] эта идея
была развита для трехмерных отображений, где с помощью метода карт седел были решены
важные вопросы существования гомоклинических аттракторов, содержащих неподвижную
точку O(0, 0, 0), в случае ориентируемых (с положительным якобианом) отображений Эно
вида \=x = y, \=y = z, \=z = Bx + Az + Cy + g(y, z). В работах [6, 7] данный метод был также
успешно применен для поиска аттракторов в трехмерных неориентируемых отображениях
Эно.

В настоящей работе метод карт седел применяется к трехмерным потоковым системам
\.X = F (X), x \in \BbbR 3 вида \left\{     

\.x = y,

\.y = z,

\.z = Ax+By + Cz + g(x, y),

(1)

где A,B и C – параметры системы, а функция g(x, y) задает нелинейность, причем g(0, 0) =
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Рис. 1. Карта седел для состояния равновесия O(0, 0, 0) системы (1) при C =  - 0.4.

g\prime x(0, 0) = g\prime y(0, 0) = 0.
Заметим, что рассматриваемый класс систем обладает постоянной дивергенцией (divF (X) =

C = const). Также очевидно, что точка O(0, 0, 0) является состоянием равновесия системы,
а характеристическое уравнение системы (1), линеаризованной в окрестности этой точки,
имеет вид

\chi (\lambda ) \equiv \lambda 3  - C\lambda 2  - B\lambda  - A = 0. (2)

Суть метода карт седел для потоковых систем вида (1) состоит в том, что для фикси-
рованного значения дивергенции C на плоскости параметров (A,B) выделяются области,
соответствующие различным наборам корней характеристического уравнения (2), опреде-
ляющим вид возможного гомоклинического аттрактора, содержащего состояние равновесия
O(0, 0, 0).

На рисунке 1 изображена карта седел для системы (1) при C =  - 0.4. В области I
состояние равновесия O(0, 0, 0) является устойчивым, здесь не может возникнуть гомокли-
нического аттрактора. В остальных областях состояние равновесие O(0, 0, 0) становится
седловым. Обозначим через \lambda 1, \lambda 2, \lambda 3 его собственные значения, а через \nu – его седловую
величину, определяемую как сумму двух ближайших к мнимой оси собственных значений,
одно из которых лежит слева от мнимой оси, а другое – справа и определим необходимые
условия для возникновения гомоклинических аттракторов следующих типов:

1. Спиральный аттрактор. В данном случае \lambda 1 > 0, \lambda 2,3 = \gamma \pm i\omega , \gamma < 0, \omega \not = 0,
\nu = \lambda 1 + \gamma > 0.
Условия возникновения спирального аттрактора: \Delta < 0, CB + A > 0, A > 0, 2C3  - 
BC + A > 0, C < 0. Здесь и далее \Delta =  - 4AC3 + B2C2  - 18ABC + 4B3  - 27A2 -
дискриминант характеристического уравнения.

2. Аттрактор Шильникова. Здесь \lambda 1 < 0, \lambda 2,3 = \gamma \pm i\omega , \gamma > 0, \omega \not = 0, \nu = \lambda 1 + \gamma < 0.
Условия существования аттрактора Шильникова: \Delta < 0, CB + A < 0, A < 0, 2C3  - 
BC +A < 0, C < 0.
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3. Аттрактор типа Лоренца. \lambda 1 > 0, \lambda 3 < \lambda 2 < 0. Седловая величина \nu = \lambda 1 + \lambda 2

должна быть положительной1.
Условия существования аттрактора типа Лоренца: \Delta > 0, CB +A > 0, A > 0, C < 0.

4. Седловой аттрактор Шильникова: \lambda 1 < 0, \lambda 3 > \lambda 2 > 0, \nu = \lambda 1 + \lambda 2 < 0. При
переходе из области II в область III может, в принципе, наблюдаться такое явление:
седло-фокус становится седлом (переход через беляковскую точку [9]), а гомоклини-
ческий аттраткор продолжает существовать, но уже не имеет спиральной структуры.
Насколько нам известно, такое явление ранее изучено не было.
Условия существования такого аттрактора: \Delta > 0, CB +A < 0, A < 0, C < 0.

5. В областях IV и VII бифуркации гомоклинических петель приводят к возникновению
простых аттракторов – устойчивых предельных циклов. При дальнейшем изменении
параметров из этих циклов могут возникнуть странные аттракторы, которые, в свою
очередь, могут стать гомоклиническими (см., например, [10–12]).

Отметим, что приведенные условия являются лишь необходимыми для возникновения
гомоклинического аттрактора того или иного вида. При исследовании конкретных систем
типа (1) большое влияние на динамику оказывает вид нелинейности g(x, y). Поэтому для
комплексного исследования системы, построенную карту седел нужно совмещать, напри-
мер, с картой старшего показателя Ляпунова (с помощью которой удобно определять обла-
сти параметров, соответствующие хаотическим режимам) и с картой расстояния от аттрак-
тора до седловой точки (с помощью которой устанавливается принадлежность седловой
точки аттрактору). В областях параметров, где хаотический режим с карты максимально-
го показателя Ляпунова накладывается на одну из описанных выше областей карты седел
и при этом расстояние от аттрактора до седловой точки стремится к нулю с увеличением
времени счета возникает гомоклинический аттрактор.

a) Аттрактор Шильникова при A =  - 0.87, B =  - 1 b) Спиральный аттрактор при A = 0.612, B =  - 1

Рис. 2. (a) Аттрактор Шильникова для системы и спиральный аттрактор для систем вида (1)

С помощью изложенного метода обнаружен аттрактор Шильникова (см. рис. 2a) для
системы (1) с нелинейностью вида g(x, y) = x2 и спиральный аттрактор (см. рис. 2b) для

1Заметим, классический аттрактор Лоренца [1] может возникать лишь в системах, обладающих симмет-
рией x \rightarrow  - x, y \rightarrow  - y, z \rightarrow z. В системах, не обладающих такой симметрией может возникнуть несиммет-
ричный аттрактор Лоренца [8].
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системы, в которой g(x, y) =  - 0.5x3. Для систем вида (1) такие аттракторы были найдены
еще в классических работах [13,14].
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On homoclinic attractors in three-dimension systems
with constant divergency

A.O. Kazakov1, A.D. Kozlov1,2, A.G. Korotkov2
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Abstract: In this paper we focus on the problem of existence of homoclinic attractors
in three-dimensional flows \.x = y, \.y = z, \.z = Ax+By+Cz+g(x, y), g(0, 0) = g\prime x(0, 0) =
g\prime y(0, 0) = 0. Homoclinic attractors are the strange attractors which contain only one
(saddle) equilibrium point. The type of such attractors is defined by eigenvalues of
the equilibrium point, which depend only on parameters A,B, and C. A method of
saddle charts (two-parameter diagram in which regions with different eigenvalues are
drawn with different colors) together with methods of charts of maximal Lyapunov
exponent and charts of the distance between an attractor and a saddle point (to verify
that a saddle point belongs to the attractor) are used for searching and classifying
of homoclinic attractors. Using these methods we found attractors of spiral and also
Shilnikov types.

Keywords: Strange attractor, homoclinic trajectory, spiral chaos.
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