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Аннотация: Изучается множество решений уравнения Рэлея, стремящихся к ну-
лю при неограниченном возрастании независимой переменной. Приведены усло-
вия, при которых множество таких решений образует область в пространстве
ограниченных решений. Методом сравнения и прямым методом Ляпунова ре-
шается задача о равномерной ограниченности и равномерной асимптотической
устойчивости решений уравнения Рэлея.
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Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение 2-го порядка

\"u+ F ( \.u) + g(u) = 0,

представляющее собой уравнение Рэлея, которым описывается различные динамические
системы. Это уравнение эквивалентно системе\left\{       

dx1
dt

= x2,

dx2
dt

=  - g(x1) - F (x2).

(1)

Пусть x(t : s, x(s)) -– решение системы (1) с начальными данными (s, x(s)) \in [T,+\infty )\times 
R2, x = colon(x1, x2).

Можно показать, что если в системе (1) функция F \in C(1)(R1, R1), F (0) \equiv 0, функция

g(x1) \equiv x1 и x2F (x2) \leq 
x22
2

при всех x2 \in R1, то решение x(t) \equiv 0 системы (1) равномерно
асимптотически устойчиво.

Доказательство проводится по аналогии с известной теоремой А.М. Ляпунова об асимп-
тотической устойчивости [1] и основано на применении функции Ляпунова.

Рассмотрим функцию V (t, x) \in C(1,1)([T,+\infty )\times R2, R1) следующего вида

V (t, x1, x2) = x21 + x1x2 + x22 +

x2\int 
0

F (\eta )d\eta ,

которая является положительно определённой, допускает в R2 сильный бесконечно малый
высший предел при | | x| | \rightarrow +\infty и её производная по времени в силу системы (1) является
отрицательно определенной при | | x| | \not = 0. Тогда выполняются все условия теоремы 1.2.1
[2], следовательно, тривиальное решение x(t) \equiv 0 системы (1) равномерно асимптотически
устойчиво.

Равномерная асимптотическая устойчивость положения равновесия играет существен-
ную роль при изучении структуры множества решений x(t : s, x(s)), притягиваемых к на-
чалу координат: | | x(t : s, x(s))| | \rightarrow 0 при t \rightarrow +\infty .
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Так как при условии, что в системе (1) F \in C(1)(R1, R1), F (0) \equiv 0, функция g(x1) \equiv x1

и x2F (x2) \leq 
x22
2

при всех x2 \in R1, положение равновесия равномерно асимптотически устой-
чиво, то на основании теоремы 2 [3], можно утверждать, что при этих условиях множество
решений уравнения Рэлея, стремящихся к нулю при неограниченном возрастании незави-
симой переменной, образует открытое и связное множество, т.е. область, в пространстве
ограниченных решений.

Рассмотрим возмущённое уравнение Рэлея:

\"u+ F ( \.u) + g(u) = \varphi (t), (2)

где \varphi \in C([T,+\infty ), R1), эквивалентное системе:\left\{       
dx1
dt

= x2,

dx2
dt

=  - g(x1) - F (x2) + \varphi (t).

(3)

Задача о равномерной ограниченности решений для этого уравнения решается на осно-
вании более общих теорем о достаточных условиях равномерной ограниченности решений
возмущённых систем дифференциальных уравнений, представленных в работе [4].

Пусть в уравнении (3) функция g(x1) \equiv x1, а функция F является неубывающей и

+\infty \int 
T

| \varphi (t)| dt = L < +\infty .

Тогда все решения уравнения (3) будут равномерно ограничены справа [5] и для этих
решений можно указать верхнюю границу.

Если решение x(t : s, x(s)) уравнения (3) такое, что t0 \geq T и | | x0| | \leq \rho , \rho > L, то
| | x(t : t0, x0)| | \leq e\rho при всех t \geq t0.

В основе доказательства этого утверждения лежат оценки решений возмущённых диф-
ференциальных уравнений, полученные методом сравнения [6]. В качестве уравнения срав-

нения рассматривается скалярное уравнение вида
dz

dt
= | \varphi (t)| .

Если в уравнении (2) функция F является невозрастающей, то можно показать, что все
решения будут равномерно ограничены слева, а если функция F – постоянная, то решения
уравнения (2) будут абсолютно равномерно ограничены [5].
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study of the properties of solutions of the Rayleigh
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Abstract: The set of the solutions of the equation of Rayleigh tending to zero in case of
unlimited increase of independent variable is studied. Conditions under which the set
of such decisions forms area in space of limited decisions are given. The problem about
uniform boundedness and uniform asymptotic stability of solutions of the equation of
Rayleigh is solved by method of comparing and a direct method of Lyapunov.
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